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CHAPITRE 1

RAISONNEMENT PAR RECURRENCE. SOMMES ET PRODUITS

1 Raisonnement par récurrence

Exercice 1
Soit a € R;. Montrer que:
VneN, (1+a)">1+na.

Exercice 2
Montrer que:
VneN, VzeR, |sin(nz)| < n|sin(z).

Exercice 3
Montrer que:

1
VneN Vrel0;l], 1-nx<(1—-2)"< .
1+nx

Exercice 4
Soit (un)nen la suite définie par ug = uy; = —1 et, pour tout n € N, w0 = (n 4+ Dups1 — (n+ 2)uy,.
Montrer que, pour tout n € N, u,, =n(n —1) — 1.

Exercice 5
Soit (un)nen+ la suite définie par u; = 1, ug = 2 et, pour tout n € N*| u,q0 = 2uptq — up + 2.
Montrer que, pour tout n € N*| w,u,4+1 est un terme de la suite (u,)nen--

Exercice 6
Montrer que, pour tout n € N, 971 4 26n+1 et divisible par 11.

Exercice 7
Montrer que, pour tout n € N, n > 2, 22" — 6 est divisible par 10.

Exercice 8
Montrer que la somme des cubes de trois entiers naturels consécutifs est divisible par 9.

Exercice 9
Montrer que, pour tout n € N, n > 24, il existe (a,b) € N? tel que n = 5a + 7b.

Exercice 10

Montrer que, pour tout n € N*, 'équation z? + % = 2™ admet une infinité de solutions dans (N*)?’.



I RAISONNEMENT PAR RECURRENCE. SOMMES ET PRODUITS

Exercice 11

n
Montrer que, pour tout n € N, n > 3, il existe (z1,...,7,) € (N*)" tel que 21 < --- <z et >, — = 1.

Exercice 12
Soit n € N*, (a1,...,an) € (Ry)™ et (by,...,by) € (RE)"™.
Montrer que:

. ai an <a1+~--+an< ai
mn|{—,...,— | {—— <max | —,...
b17 7bn by +---+b, by

Exercice 13 1
Soit z € R* tel que x + — € Z.
x

1
Montrer que, pour tout n € N, 2" + — € Z.
x

Exercice 14
Soit (z,y) € R? tel que x +y, 22 + 4%, 23 + y® et 2* + y* soient entiers.
Montrer que, pour tout n € N*, ™ 4 y™ est entier.

Exercice 15
Soita e R\QetneN, n>2.
Montrer que:

3=
3=

(a—!—ﬁ)

Exercice 16

Soit (un)nen+ la suite définie par uy = 1, ug = 2 et, pour tout n € N*, up 19 =ty + —.

Montrer que:
Vn >3, u, > V2n.

Exercice 17
Soit (un)nen la suite définie par ug = —1 et:

n

* Un—k o

Montrer que, pour tout n € N*, u,, > 0.

Exercice 18
Soit (un,)nen+ une suite de réels positifs telle que:

Ny,

vneN* wu > .
) n+1/u%+n_1

Montrer que:
Vn}?, U1+UQ+"'+'LLn>n.

Exercice 19

1. Soit (up)nen+ une suite croissante de réels strictement positifs.
Montrer que:

Vne N, Vke[ln], (ur--up)" < (up-

2. Application
Soit (M., )nen une suite de réels strictement positifs telle que:

Vp S N*, Mp < o/ 2Mp+1Mp_1.

Montrer que:
k(n—k) 1

VneN, Vke[0n], M,<2 7 M,

+<a— a2—1) e R\ Q.

Qn

abn

k

_k k
"My

)

k=1 Lk
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I RAISONNEMENT PAR RECURRENCE. SOMMES ET PRODUITS 8

Exercice 20
n

Soit (un)nen+ la suite définie par u; = 1 et, pour tout n € N*, w41 =14+ —.
n
Montrer que:

VneN, n>2, Vn<u,<vn+l

Exercice 21 )
Up,qg — 1

Soit (un)nen+ la suite définie par u; = 1, ug = 7 et, pour tout n € N* w, 19 = ”
n

Montrer que, pour tout n € N*, 9u,u, 41 + 1 est un carré parfait.

Exercice 22
Déterminer les applications f : N* — R telles que f(1) =3, f(2) =2 et:

* 1 _
Vn € N*| f(n+2)+m—2

Exercice 23
Montrer que, pour tout n € N* toute fonction croissante f : [1,n] — [1,n] admet un point fixe.

Exercice 24
Olympiades internationales 1977. X MP 2020
Soit f : N — N une application telle que, pour tout n € N, f(n+1) > f(f(n)) + 1.
1. Montrer que:
Y(m;n) € N?, m>n= f(m)=n.

En déduire que l'application f est strictement croissante.
2. Déterminer 'application f.

Exercice 25
Concours général 1994
Soit f une application de N dans N telle que f(1) > 0 et, quels que soient les entiers naturels m et n, on a:

f(m?+n?) = [f(m)]? + [f(n)]*.
1. Calculer f(k) pour 0 < k < 12.

2. Calculer f(n), n étant un entier quelconque.

Exercice 26
Déterminer les applications f : N* — N* telles que:

Vne N, f(n)+ f(n+1)+ f(f(n)) =3n+1.

Exercice 27
Soit f : N — N une application strictement croissante telle que

f2)=2 et V(mmn) €N f(mn)=f(m)f(n).

Montrer que f = Idy.

Exercice 28
Soit f : N* — N* une application telle que:

Vn e N*,  f(f(n))+ f(n)=2n.

Montrer que f = Idy-.

Exercice 29
Soit f : N* — N* une application telle que:

Vn e N*, (n—1)2 < f(n)f(f(n)) <n®+n.

Montrer que f = Idy-.

Baptiste GORIN



I RAISONNEMENT PAR RECURRENCE. SOMMES ET PRODUITS 9

Exercice 30 - Théoréme d’Erdos-Suranyi
Montrer que tout entier n € Z s’écrit d’une infinité de fagons sous la forme:

N
n= Zeka avec ¢ € {—1;1}.
k=1

Exercice 31
Pour tout k € N*, on note uy le plus grand diviseur impair de k.
Montrer que:

2n
Vn € N, Z up = n>.
k=n+1

Exercice 32
Pour tout n € N*, soit E,, 'ensemble des parties de [1,n] ne contenant pas deux entiers consécutifs.
Pour tout n € N*, déterminer la somme des carrés des produits des éléments de chaque partie de E,,.

Exercice 33
Pour tout partie A finie et non vide de N*, on note f(A) l'inverse du produit des éléments de A.
Pour tout n € N*, calculer > f(A).
AeP([1,n])
Ao

Exercice 34

Soit n € N, n > 2. On choisit n 4+ 2 nombres distincts dans F,, = {1,2,...,2n}.
Montrer que I'un au moins est égal a la somme de deux autres.

Est-ce encore vrai si on en choisit seulement n 4 17

Exercice 35
Montrer que, pour tout n > 6, un carré peut étre partagé en 6 petits carrés.

Exercice 36
Soit n € N*. On dispose d’un damier de taille 2" x 2™ que 'on souhaite remplir & 'aide d’un carré [J (de taille 1 x 1)

et de triominos Eb (composés de trois carrés de taille 1 x 1).
Montrer que, quel que soit I’emplacement du carré, il est possible de paver le reste du damier avec les triominos.
Voici un exemple de pavage avec un damier 4 x 4:

2 Sommes et produits

2.1 Sommes

Exercice 37

n n
Soit n € N* et (z1,...,z,) € R". On suppose que Y x = > 22 =n.
k=1 =1
Montrer que, pour tout k € [1,n], zp = 1.

Exercice 38 .
Soit n € N* et (z1,...,z,) € R™. Pour p € N*, on pose S, = > 2}. On suppose que Sy = S3 = Sy.
k=1

Montrer que, pour tout k € [1,n], zx € {0;1}.

Exercice 39

Baptiste GORIN



I RAISONNEMENT PAR RECURRENCE. SOMMES ET PRODUITS 10

n n
Soit n € N*, z1,...,&n,y1, - . .,Yn des réels strictement positifs tels que > xp =1et > yr = 1.
k=1 k=1
Montrer que:

n
Z TrYk <}
\2~

o Tkt Yk

Exercice 40

Montrer que:
2n

Vn € N*, Vz eR, Z|x—k| > n?.
k=1

Exercice 41

n
Soit n € N*, (z1,...,,) € R" tel que > x3 = 0 et, pour tout k € [1,n], z; > —1.
k=1
Montrer que:

Zmi < g

k=1

n

Exercice 42
X MP 2005
Calculer N =1x2x3+2x3x4+---4+999 x 1000 x 1001.

Exercice 43

1\’ 1\°
PourtoutnGN*,onposeu"\/1+<1+> +\/1+(1).
n n

20 1
Calculer > —.

n=1 Un

Exercice 44
9999

1
Calculer ngl (\/m—t—\/ﬁ) ({‘/m—k\“/ﬁ)

Exercice 45

- 1
Soit n € N*. Calculer .
; (k+1)Vk+ kvVk + 1

Exercice 46

. ) g
Soit n S N*. Calculer ; m

Exercice 47
" 4k
Soit n € N*. Calculer Z Tirl

k=1

Exercice 48

n
Pour tout n € N*, calculer 3 k- k.
k=1

Exercice 49 "
Pour tout n € N*, calculer > (k% +1) k!.
k=1

Exercice 50 .

Pour tout n € N, calculer Y (k? + &k +1) kL.
k=0

Baptiste GORIN



I RAISONNEMENT PAR RECURRENCE. SOMMES ET PRODUITS 11

Exercice 51
n k
1. Pour tout n € N*, calculer —_—
]gzz:l (k’ + 1)!

n k+1
2. En déduire, pour tout n € N*, .
P S DR+ D)

Exercice 52

Soit p € N et n € N*. Calculer > k(k+1)---(k+p).
k=1

Exercice 53 .
Pour tout n € N, calculer > (=1)¥(n — k)!(n + k)!.

k=0

Exercice 54

. i n 1 1
Soit n € N*. Calculer kzz:l 1+ 72 + m

Exercice 55 .

. * n a
Soit a € R\ {—1;1}. Pour n € N*, calculer kz::l A= af (1= a1y’

Exercice 56 .
Soit n € N*. Calculer Z

1
= VE+VkE—1

Exercice 57

Soit n € N*. Calculer Z

1
= V2k VAR — 1

Exercice 58
Soit n € N, n > 2, et z € R. Calculer:

Z_: sin(kz) cos((n — k)x).
k=1

Exercice 59 .
Soit n € N*. Calculer Y _ tan(k) tan(k + 1).

k=1

Exercice 60
Soit (un)nen+ la suite définie par u; = 1 et, pour tout n € N*, w, 11 = /us +us + -+ + up.

Montrer que, pour tout n € N* u,, >

FP_\ 3

Exercice 61

Centrale PC 2008 .
Soit (un)nen+ la suite définie par u; =1 et, pour tout n € N*, w, 1 = (n + uﬁ_l) "
Déterminer I’expression de u,, en fonction de n.

Exercice 62 +1
Ny, —n
Soit (un)nen la suite définie par ug € R et, pour tout n € N, 1,41 = ——n—"

n+2
Déterminer ’expression de u,, en fonction de n € N*.
Exercice 63
Olympiades anglaises 1979
Soit n € N, n > 2, aq,...,a, des entiers naturels impairs distincts. On suppose que les entiers |a; — a;| pour 1 < ¢ <

Baptiste GORIN



I RAISONNEMENT PAR RECURRENCE. SOMMES ET PRODUITS

12

j < n sont distincts.
Montrer que:
2
n* + 2
artaz+---+ap=n .

Exercice 64
Mines-Ponts PSI 2018
On observe les égalités suivantes:

Ix1+2=11, 9x12+3=111 et 9x123+4=1111.

On conjecture que:

n n
VneN*, 93 k-10"F 4 (n+1) =) 10"
k=1 k=0
Démontrer cette conjecture.

Exercice 65 .

Soit n € N*. Calculer Z(—l)kk.
k=1

Exercice 66 .

Soit n € N*. Calculer Z(—l)ka.
k=1

Exercice 67
2n—1

2n+1)™

1
Soit (un)nen+ la suite définie par u; = 3 et, pour tout n € N*, w41 =
Montrer que:

n
Vn € N¥, Zuk <1.
k=1

Exercice 68

Soit (un)nen la suite définie par uy =1 et, pour tout n € N*, ug, = uyp et ugpi1 = (—1)"uy,.

4n
Calculer, pour tout n € N*, ZukukH-
k=1

Exercice 69
Soit n € N* et (aq,...,a,) € (Rj_)n Montrer que:

Sa) (L a)s
(k—l > <k—1 Ak
Exercice 70

Soit (un)nen+ une suite d’entiers naturels non nuls telle que:

n n 2
Wnen, 3 ul- (zuk> _
k=1 k=1
Montrer que, pour tout n € N*, u,, = n.

Exercice 71 - Identité de Catalan
Montrer que:

<
3
m
Z,
\.*
[~
(]
=
o
L
I
3
_

k n+k

Baptiste GORIN
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13

Exercice 72
Soit € R\ {1}. Montrer que:

Vn € N¥, ka (1—(n+1)2" + na")

)

Exercice 73
X MP 2010
Soit n € N* et (x1,...,z,) € R™. Montrer que:

n

Z(fl)kJrl Z min(z;,, .. .,2;,, ) = max(xy,...,Tn).

k=1 1< < <ig<n

Exercice 74

Montrer que:
n

VneN, n>=2 Z
k=1

1 13
n+k

Exercice 75
Pour tout z € R, on note {z} = = — |z] la partie fractionnaire de z.

Montrer que:

n2

men, Y {vip <=L

2
k=1

Exercice 76
Montrer que:

Ml o An 4+ 3
Vn € N*, ”+ Zf "+ .

Exercice 77
Montrer que:

VYn € N*, Z\T <Vn+vn+1-1.
k=1

Exercice 78
Montrer que:

. n "1 1
Vn € N*, 1<Zﬁ<2—5.
k=1
Exercice 79
Montrer que:
“1 3 1
Vn € N, =2 —_ <= — —.
" " ;k 2 22

Exercice 80
Montrer que:

1 1
VneN, n>4, ZH<3_E
k=0
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Exercice 81
Montrer que:

. k 1
* <2-— .
vn e N ;;1 2k —1)! (2n)!

Exercice 82
1. Montrer que:

A e (1400 + o)
(12 R > :
V(A,M)E[O,[, VCE +> 1_)‘+1_M 1_>\+(1_M)C

2. En déduire que:

b b
v e <Ri)2, var€[0al, V5 €[00 aa—aa * b—ﬁﬂ g (CEC:_J;) )—(o(éoj-l-ﬂ)ﬂ)

3. Montrer que:

n nzak
Vn e N*, V(ai,...,an) € [0;1]", 21 — > =l
— 1 —ag

Exercice 83
Soit a € R% . Montrer que:

Exercice 84
Soit (un)nen+ une suite réelle telle que:
Vn e N*,  Jupi1 —upn| < 1.

n
> ug. Montrer que:
k=1

1
Pour tout n € N*, on pose v, = —
n

N |

VHGN*, |vn+lfvn| <

Exercice 85
X MP 2013
Soit (un)nen+ une suite réelle telle que:

Y(mm) € N%,  Upmgn < U + Un.

Montrer que:

Exercice 86
X - ESPCI PC 2017

Soit n € N* et (x1,...,z,) € R™.
Montrer que:

k=1
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Exercice 87

Soit (un,)nen+ une suite d’entiers non nuls distincts.

Montrer que:

Exercice 88

- M+ 1 &
Vn € N*, u > Up.

Soit (un)nen+ telle que, pour tout n > 2, u,—1 + upy1 = 2u,. Pour tout n € N*, on note U, la moyenne arithmétique

de uq,... Up.
Montrer que:

Exercice 89
Soit n € N*. Calculer la somme:

Exercice 90

Soit n € N*. Calculer les sommes:

Exercice 91
Soit n € N*. Calculer:

Exercice 92

Soit n € N*. Calculer les sommes:

Exercice 93
Soit n € N*. Calculer la somme:

Exercice 94

Soit n € N*. Calculer les sommes:

Exercice 95
Soit n € N*. Calculer la somme:

Exercice 96

Soit n € N*. Calculer les sommes:

Vn > 2,

Unfl + Un+1 P 2Un

1<i<j<n
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Exercice 97
Soit n € N*. Calculer la somme :

Exercice 98
Soit n € N*. Calculer les sommes:

Exercice 99
Soit n € N*. Calculer la somme:

Exercice 100
Soit n € N* et a € R\ {1}. Calculer les sommes:

Z a'ti et
0<i<j<n
Exercice 101
Soit n € N* et a € R\ {1}. Calculer les sommes:
Z al =t et
0<i<j<n
Exercice 102
Soit n € N*. Calculer les sommes:
Z min(i,j) et
1<i,j<n
Exercice 103
Soit n € Net a € R\ {1}. Calculer les sommes:
Z a™in(3,7) et
1<e,5<n
Exercice 104
Soit n € N*. Calculer la somme:
1<i,j<n

Exercice 105
Soit n € N* et (a1,...,a,) € (R4)". Montrer que:

Z atti

0<i<j<n

Z amax(i,j) )

1<i,g<n
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Exercice 106
Soit n € N, n > 2, et (ar,...,a,) € R" tel que a1 < -+ < ay.
Montrer qu’il existe k € [1,n — 1] tel que:

Exercice 107
Présélection Olympiades Internationales 2006
Soit n € N*, (ay,...,a,) € (]Ri)n Montrer que:

a;aj n
< ;.
> Mt Y

— a n —
1<i<jgsn 1<i<jsn

Exercice 108 - Inégalité de Cauchy-Schwarz
Soit n € N* et (z1,...,@n,Y1,---,Yn) € (R+)2". Montrer que:

n
Z TrYk <
k=1

Exercice 109 - Inégalité de Polya-Szego
Soit n € N* et (aq,...,an,b1,...,b,) € (Ri)%

On pose ¢ = min _ay, A= max ap, b= min by et B = max by.
ke[1,n] ke[1,n] ke[1,n] kel1,n]

Montrer que:
= Z 1 AB ab | —
2 b2 < = — — by

k=1

Exercice 110 - Inégalité de Cassel
ENS MP 2007 a a
Soit n € N*, wq, ..., wy,a1,...,an,b1,...,b, des réels strictement positifs. On pose m = min kot M = max —.

ke[l,n] by ke[1,] by
n ) ) m+M
Zwkak Zwkb > NS (Zwkakbk>
(k_l ) ( 4mM

Exercice 111 - Lemme de Titu ou inégalité de Sedrakyan
Soit n € N*, (a1,...,an) € R" et (br,...,b,) € (R%)". On a:

Montrer que:

Exercice 112
X - ESPCI PC 2013 .

Soit P € R[X], P = Y aiX* avec, pour tout k € [0,n], a, > 0.
k=0

Montrer que:

(a.8) € (Ry)*, P (VaB) </P(a)P(B).
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Exercice 113
Soit n e N, n > 2, (a1,...,an) € (Ri)n et (b1,...,b,) € R™ tels que:

k
aL =a =+ = ay et Yk € [1,n], Zaigz:bi.

Montrer que:
n

Sa< Y

k=1 k=1

Exercice 114

X PC 2001

Soit n € N*, (w1,...,n,Y1,.--,¥n) € R¥™ avec 21 = o9 > -+ = Tp et y1 = Yo = -+ = Y. Soit (21,...,2,) une
permutation de (y1,...,yn)-

Montrer que:

Exercice 115 - Inégalité de Tchebychev
1. Soit n € N*| (ay,...,a,) € R™ et (by,...,b,) ER™ tels que a1 < as <+ <ay et by Kby <+ < by,
Montrer I'inégalité de Tchebychev :

2. En déduire que:

2.2 Produits

Exercice 116

Soit (un)nen une suite de nombres complexes et (v, )nen la suite définie par vo = 1 et, pour tout n € N* v, =
n—1

1T (1 —uy).
k=0
Montrer que:

n
VneN, vp,p1=1— Zukvk.
k=0

Exercice 117

Soit (un)nen+ la suite définie par u; = 1 et, pour tout n € N*, nu,, = > ug.

Déterminer I’expression de u, en fonction de n.

Exercice 118
Soit (un)nen la suite & valeurs strictement positives définie par ug = u; = 1 et:

VneN, upioUn — VUniily = 2Upq1.

Déterminer I'expression de u,, en fonction de n.

Exercice 119

- 1
Soit n € N, n > 2. Calculer H (1 — 1452)
k=2

Baptiste GORIN



I RAISONNEMENT PAR RECURRENCE. SOMMES ET PRODUITS

19

Exercice 120

- 2
i *. 1-—|.
Soit n € N Calculerkl:[l( (k+1)(k:+2)>

Exercice 121

n
4k3 — 3k +1
Soit n € N*. Calculer H 4]{:3_73]{:_1—1

k=2

Exercice 122 .

. . 1 k1
SOlt n e N . Calculer kgl (8 —+ (2]§—|—1)2)

Exercice 123
n—1

1 k2+k+1
Soit n € N, n > 3. Calculer H ( TRt >
k=2

ot (k—1)3

Exercice 124

Soit n € N* et £ € R. Calculer H (xQX?’k +2% 4 1).
k=1

Exercice 125

n
2
Soit n € N et € R*. Calcul I+ ——7 )
oit n et x acuerkl:lo< x2k+m—2k>

Exercice 126
1. Montrer que:

1
VkeN, k=22 14—

2. En déduire que:

L 1
Vn € N*, H<1+k2><4.

k=1

Exercice 127

n 1 k
Soit n € N*. Calculer 1+- .
1(3)

Exercice 128
Montrer que:

Exercice 129
Soit n € N*. Calculer:

Exercice 130
n—1

Soit (n,p) € N* x N. Calculer [ (n(n + p) — k(k + p)).
k=0

RS hr)k-1)
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Exercice 131

Montrer que:

1
vn

I1x3x---x(2n—-1) 1

WV

2, <
Vian +1

Exercice 132
Putnam 1996

Montrer que:
2n—1

on—1\ 2
Vn € N*¥, (n ) <

e

Exercice 133
Montrer que:

2 x 4 x 2n <\/3n7+1'

2n+41

2n+1 2
e

1><3><~~-><(2n1)<<

Ak + 1 5
Vn € N*, .
" \/4n+3 H4k—|—3 Van+s

Exercice 134
Montrer que:

Vn € N¥,

Exercice 135
Montrer que:

Vn € N¥,

Exercice 136

n

n

1 1
H(HI{B)gsn.

k=1

Soit n € N* et (x1,...,2,) € [1, + oo[™. Montrer que:

ka-‘r

k=1

Exercice 137
Soit n € N* et (x1,...,2,) € (Ri)n

n n
Montrer que, si [[ xx =1, alors > 2 > n
k=1 k=1

Exercice 138

<ot <H TK+ 1) .
k=1

Soit n € N* et (z1,...,2,) € [1, + oo[". Montrer que:

M=

Tk <

x>~

=1

Exercice 139
Soit n € N* et (x1,...,z,) € [0;1]". Montrer que:

k=1

n—l—l—ka

H(l—l’k) 2 1—Zl‘k.
k=1
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Exercice 140
Montrer que:

vne N, [ (K*k!) = ()"t
k=1

Exercice 141

Montrer que:
n

vneN*,  J@k)! = ((n+1)H"

k=1

Exercice 142

Soit (25, )nen une suite de nombres réels. Pour tout n € N*, on pose S, = > cos(zg £ x1 + -+ + 2,,), la somme étant
étendue aux 2" combinaisons possibles de signes devant x1,...,x,.

Déterminer une expression factorisée de S,,.

Exercice 143 - Inégalité arithmético-géométrique
Soit (2, )nen+ une suite de réels positifs.
Montrer par récurrence que:

s
=
S~
s
N
S
NE
3

VneN, n>2, (

Exercice 144
Montrer que:

Exercice 145 - Inégalité de Ky Fan
1
Soit (zy,)nen+ une suite de réels a valeurs dans {0,2} .

Montrer par récurrence que:
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CHAPITRE II

NOMBRES COMPLEXES

1 Calculs dans C

Exercice 146

1. Vérifier que:
VzeC, (z4+1)(z+))(2+7°) =1 +2)(1+z)(145%).

2. Vérifier que:
Y(z1,2) € C?, z:f + zg = (21 + 22)(21 + j22) (21 —|—j2z2) .

Exercice 147

Soit z € C\ {1}. Montrer que:
1+7%
1-=2

€ R<— z e RUIR.

Exercice 148
CCP PC 2009
. . z+1
Soit f:z € C\ {2i} —> 5
z—2i
1. Déterminer l’ensemble des nombres complexes z tels que f(z) € R.

2. Déterminer I’ensemble des nombres complexes z tels que f(z) € iR.
Exercice 149
n
Soit n € N*, (21,...,2,) € C" et z € C tel que 2% = Y 27
k=1

Montrer que:

[Re(z)] <Y [Re(zr)] et [Sm(z)] <) [Smlz)l.

k=1 k=1
2 Module
Exercice 150
Soit (21,22) € C2. Montrer que:
z1 + 29 z1 — 22 .| 21 F iz | z1 —iza
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Exercice 151
CCP PC 2011
z+1

Soit f:ze€ C\ {i} —> .

—1i
1. Déterminer ’ensemble des nombres complexes z tels que f(z) € R.
2. Déterminer I’ensemble des nombres complexes z tels que |f(2)| = 2.
Exercice 152

Soit z € C tel que |z| < 1. Montrer que:

%e(z2+4z+3) > 0.

Exercice 153
Soit (a,b,c,d) € R* tel que ad — bc = 1. Montrer que, pour tout z € C tel que cz +d # 0, on a:

. [az+b _ Sm(z)
M (cz+d lez +d|?”

Exercice 154
Soit n € N*. Montrer que:

(;N () (‘1>k>2 ¥ (kEZN (50" 1)(—1>’“>2 o

Exercice 155
Soit (z1,22) € C2. Montrer que:

22423 = |21 +iz|? <= 2 +ize = 0 ou (21,22) € R%

Exercice 156
Résoudre dans C I'équation: |z + 1| = |z| + 1.

Exercice 157

X-ESPCI PC 2016

Soit (a,b) € (]Rj_)Q, a>b, et ze€Ctel que |z —al = Va2 — b2
Montrer que:

b—=z|  Ja-1b
b+z| Va+bd
Exercice 158
Soit z € C. Montrer que:
1 z
R < - = <1.
e(2) 2 1—=z2

Exercice 159

Soit (a,b) € C2. Montrer que |a| < |b] si, et seulement s’il existe z € C tel que |z + a| + |z — a| = 2|b].

Exercice 160

Soit n € N et z € C\ U. Montrer que:
1— ‘Z|n+1

1—|z]

‘1_277,4-1

1—2

Exercice 161
Soit z € C. Montrer que:

W =

|62 —i| < |2+ 3iz| <= |z| <
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Exercice 162
Montrer que:
VzeC, |z+1]=21loulz—1|>1

Exercice 163
Soit (z,a) e CxRtel que [14+ 2| >1et o> 1.
Montrer que:
1+ az| > 1.

Exercice 164
Soit z € C tel que |z — 2| + |z| = 4. Montrer que:

|z —1] > V3.

Exercice 165
Soit z € C tel que |z + 1| + |z — 1| > 21/2. Montrer que:

|z| > 1.

Exercice 166
Soit (21,22) € C2. Montrer que:
2129 — 1| +1< (|Zl — 1| + 1)(|2’2 — 1| + 1)

Exercice 167
Soit (21,22,23) € C3. Montrer que:

|1+ 21| + |21 + 22| + |22 + 23| + |23] > 1.

Exercice 168
Soit (z1,22) € C2. Montrer que:
|21] + |22 < |21 + 22| + |21 — 22|

Interpréter géométriquement cette inégalité et étudier le cas d’égalité.
Exercice 169

Montrer que:
V2eC, |zl <22 +]z—1]

Exercice 170
1. Soit n € N* et z € C. Montrer que:

1+z+z2+-~-+zn_1—n2n=0$|Z‘<1-

2. Soit n € N* et z € C\ {1}. Montrer que:

Idz+22 442" " =0= 2| < L.

Exercice 171
Soit n € N* et (21, ...,2,) € C". Montrer que:
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Exercice 172

Soit n € N* et (21,...,2,) € (C*)" tel que > — =0.
=1 |2
1. Montrer que:
n n E
Vz € C, Z |z| = Z(zk —z)—.
k=1 k=1 2]

2. En déduire que:

n n
Vz € C, Z |z| < Z'Zk —zl.
k=1 k=1

Exercice 173
Soit n € N*, (21,...,2,) € C" et M € R tels que:

n n
szzo et Z\zk|2<M.
k=1 k=1

Montrer que:

n—1

Vk € [1,n], |zk| < M.

n

Exercice 174
Soit n € N* et D = {z € C/|2| < 1}. Montrer que:

n

V(21,22 e oo y2h) € D™, H 2 — H 2| < Z |2k — 2
k=1 k=1 k=1
Exercice 175 - Inégalité de Ptolémée
X - ESPCI PC 2014
1. Montrer que:
a b la — b
V(ab) € (C), |— - —|=1—7.
> [pI*]  |a]-|b|

2. Montrer que:

3. En déduire l'inégalité de Ptlolémée:

V(zy,zt) € C o —y|-le =t <z —z| |y —t|+ |z — ] |y — z].

Interpréter géométriquement ce résultat.

Exercice 176
Soit (21,22) € C2.
1. Montrer la formule du parallélogramme :

|21 + 22 + |21 — 22 = 2 (|2 * + | 22]%) .

Interpréter géométriquement cette égalité.
2. On suppose que |z1| < 1 et |z2] < 1.

Montrer qu'il existe € € {—1;1} tel que |21 + 22| < V2.
3. Soit u € C tel que u? = z;25. Montrer que:

|z1] + [22] =

Zl+22 ‘
u
2

21+ 29 ’

4. Soit z € C. Calculer |cos(z) + 1| + | cos(z) — 1] et |ch(z) + 1| + |ch(2) — 1].
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Exercice 177
Soit (z1,22) € C* x C. Montrer que:

|21+ 22| = |21 — 22| <= INER, 25 = iAxy

Exercice 178
Mines-Ponts MP 2018
Soit n € N*. Montrer que:
2 i0
=1

V(z1,...,2n) € C",

b

k=1

3 Nombres complexes de module 1. Trigonométrie

Exercice 179
Soit (21,22) € U? tel que |z122 + 2| = 1.
Montrer que z122 = —1.

Exercice 180
Montrer que:

1
V(z,a) e Ux Ry, |z—al> ot |z — 1.

Etudier le cas d’égalité.
Exercice 181
Soit (a,b) € U?, a # b. Montrer que:

bz — b

VzeC, ztabz—(a+h) € iR.

a—>b
Exercice 182
Montrer que:

V(z1,22,23) € U, |2120 + 2223 + 2321| = |21 + 22 + 23].

Exercice 183
Soit z € C*. Montrer que:

1
z+-€R<+<=z2cR*ouzel.
z

Exercice 184
Soit z € C\ {1}. Montrer que:

1
te €iR<«= 2 € U.
1—=2
Exercice 185
Soit z € C\R et u € C\ {1}. Montrer que:
P R uel.
1—u

Exercice 186
Soit (z1,22) € U? tel que 2122 # —1. Montrer que:

z1 + 22
1+ 2129

= |zi| <= 30 € R, Vke[ln], zr=|zle".
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Exercice 187
X PC 2001

_ a—1b
Soit (a,b) € C? tel que ab # 1. On note z = T
—a
Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur (a,b) pour que:
a) z € U;
b) |z| < 1.

Exercice 188
Montrer que:
VzeU, [14+2>1 ou |1+22’ > 1.

Exercice 189
Soit (z1,22) € U2 Montrer que:
lz1 + 1] + |22 + 1] + |z122 + 1] = 2.

Exercice 190
Soit n € N* et z € U. Montrer que:

nll 2] 4+ (14 2%+ [T 2% 4+ 14220+ |14 227 > 2,

Exercice 191
Mines-Ponts MP 2005
Soit (a,b,c) € R3 tel que:
eia + eib + eic =0.
Montrer que:
eQia + e?ib + eQic —0.

Exercice 192
Montrer que:

2
Wiz e ?, AT g
Z122
Exercice 193
X MP 2005
Soit (a,b,c) € U? avec ¢ # a. Montrer que:
a(c — b)?
Ry.
b(c —a)? €8

Exercice 194

X MP 2007

Soit (u,v) € C2.

1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur (u,v) pour que:

(z —u)(1—zv)

Vz e U, eR.

2. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur (u,v) pour que:

VzelU, |(z—u)(z—v)| =1

Exercice 195

z—a
Soit a € C, |a| <1, et g : 2 —

1—az
Montrer que U est invariant par ¢, .
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Exercice 196
Soit n € N. Calculer:

> (o)

keN keN

Exercice 197
Déterminer ’ensemble

E{zeU/

Exercice 1987T
Soit x € R\ {5 +kr/ke Z}. Montrer que:

2 (3/{1:— 1) et

z z
-+ -
z z

1+ itan(nx)

Vn € N, (

Exercice 199
Soit 6 € R et n € N. Calculer:

Z cos(kd)
k=0

Exercice 200
Soit § € R et « €] — 1;1[. Montrer que:

n

lim z¥ cos(kb) =
n——+o0
k=0

1 — x cos(0)
1 — 2z cos(f) + x2

Exercice 201
Soit # € R et n € N. Calculer:

Exercice 20271_
Soit € R\ {5 tkr/ke Z} et n € N*. Calculer:

cos(k0)
pars cosk(0)
Exercice 203
Soit § € R et n € N*. Calculer:
n
Z cos® (6) cos(k6)
k=1

Exercice 204
Soit (n,p) € (N*) avec p < n et § € R. Calculer:

2n—1
Z cos?P (9 + lm)
2n

k=0

1+itan(z)\"
litan(z)> N

1 —itan(nz)
et Z sin(k6).
k=0

n . 9
et lim 2F sin(k6) = zsin(9) 5
n—r-+oo £~ 1 —2xzcos(f) +x

et (Z) sin(k0).
k=0

et

et Z cos® (6) sin(k6).
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Exercice 205
Soit n € N*. Calculer:

Exercice 206
Montrer que:

4 Formes trigonométriques

Exercice 207

1+ itan(6
Soit § € R\ {g +kr/ke Z}. Déterminer le module et un argument de z + i tan(6)

1—itan(0)

Exercice 2087r
Soit # € R\ {5 +kr/ke Z}. Déterminer le module et un argument de z = 1 — itan(f).

Exercice 209

1 0) + isin(f
Soit 6 € R\ 27Z. Calculer le module et un argument de z = + cos(0) + isin(6)

1 — cos(f) —isin(6)"

Exercice 210

1 ) +isin(6
Soit # € R\ 27Z. Calculer le module et un argument de z = + cos(9) + isin(6)

1 —cos(f) +isin(0)"

Exercice 211
Soit (A1,02) € R2. Déterminer le module et un argument de z = €'t 4 €2 et de 2/ = el — elf2.

Exercice 212
Déterminer le module et un argument de z = \/2 —V2 - i\/2 +/2.

Exercice 213
Déterminer le module et un argument de z = \/2 —V3 - i\/2 +/3.

Exercice 214
Soit a € C. Montrer que:
la] <1 < (VzeC,|z| <1 = Re(l—az)>0).

Exercice 215

Montrer que le disque D = {z eC/

Exercice 216
Soit (21,22) € C? tel que |z1| = |z2| = p > 0.

Montrer que:
21 + 29 2 Z1 — %9 2 1
P+ 2122 pe — 2122 P

Exercice 217
Mines-Ponts MP 2005
Soit n € N. Calculer:

1 1
z— 2‘ < 2} est stable par 'application f : z — 2z(1 — 2).
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Exercice 218

n
Soit n € N. Calculer S, = ( ) pour tout p € [0;3].
P k% 4k +p [0;3]

5 Equations du second degré

Exercice 219 ) )
Résoudre dans C I'équation: (322 4+ 2z +1)" + (22 + 22 +2)" = 0.

Exercice 220
Résoudre dans C I’équation: z* — (5 — 14i)2? — 2(12 + 5i) = 0.

6 Racines n-iémes

Exercice 221
Mines-Ponts PSI 2016
Résoudre dans C I'équation: 1 42z + --- 4+ 22" "1 4 2" = 0.

Exercice 222
Soit o € Us \ {1}. Montrer que:

(@®+a+1)(®+a+1)(a'+a+1) =ala+1).

Exercice 223
Soit a € Uy \ {1}. Calculer:

« Ol2 043

1+a2+1+a4+1+a6'

Exercice 224
Soit w = e**. Pour n € N*, calculer la partie imaginaire de (w2 +w+ l)n.

Exercice 225

CCP PC 20016

On note w :eQ'Tﬂ, 21 =w+w?+wlet 29 = w3 + w® + wh.
1. Montrer que Sm(z1) > 0.

2. Calculer z1 + 29 et z129.

3. En déduire z; et zo.

Exercice 226
Soit n e N, n >3, et welU,\ {1}
1. Calculer

(W—1) (W 242"+ + (n— 2w+ (n—1)).

2. Montrer que:

2
w—-1]> —
n—1

3. En déduire que, si k£ € N* n’est pas un multiple de n, alors:

| ( kﬂ- )
sm | —
n

=

Exercice 227
Soit n € N*. Calculer:
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Exercice 228
X - ESPCI PC 2019
Soit n € N*. Calculer:

Exercice 229
Soit n € N*. Calculer:

Exercice 230
Soit n € N*, w € U, et p € Z. Calculer:

Exercice 231
. 2imw
Soit n € N, n > 2. On note w = e™» . Calculer:

Exercice 232 _
Soit n € N, n > 2. On note w = e’

. Calculer:

Exercice 233 .
Soit n € N, n > 2. On note w = s
Calculer:

Exercice 234 _
Soit n € N, n > 2. On note w = e® . Calculer:

Exercice 235
2im
Soit n € N*. On note w = e™» . Calculer:

Exercice 236

X MP 201 4
Soit n € N* et w = .
Calculer :

>k + 1wk,
k=0

n—1 1

;;1 1—wk
n—1
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Exercice 237
Soit n € N, n > 2. Résoudre dans C Iéquation: (z 4+ 1)" = (z — 1)™.

Exercice 238
Centrale PC 201/
Soit n € N, n > 2. Résoudre dans C I'équation: (22 + 1)” —(z+1i)" =0.

7 Interprétation géométrique des nombres complexes

Exercice 239

CCP PC 2010

Soit (a,b,c) € C3, A, B et C les points d’affixes a, b et c.

Montrer que le triangle ABC est équilatéral si, et seulement si, a® 4 b% + ¢ = ab + bc + ca.

Exercice 240
Déterminer I’ensemble des nombres complexes z tels que les points d’affixes 1, z et 2> soient alignés.

Exercice 241
Déterminer I’ensemble des nombres complexes z tels que les points d’affixes z, 22 et 2> forment un triangle rectangle
au point d’affixe z3.

Exercice 242
X - ESPCI PC 2009
Déterminer I’ensemble des nombres complexes z tels que les points d’affixes 1, z et 1 + 22 soient alignés.

Exercice 243
X MP 2005
Déterminer les z € C* tels que z et ses racines cubiques forment un parallélogramme.

Baptiste GORIN



CHAPITRE III

ENSEMBLES ET APPLICATIONS

1 Ensembles

Exercice 244
Soit E et F' deux ensembles. Comparer :

a) P(E)NP(F) et P(EUF);
b) P(E)UP(F) et P(EU F).

Exercice 245
Soit E un ensemble et (A,B) € (P(E))?. Simplifier:

a) X1 =(ANB)U (AN B)
b) X2 =(AUB)N(AUB)
¢) Xs=(ANB)U(ANB)U(ANB)U(ANB)
d) Xy=(AUB)Nn(AUB)N(AUB)N(AUB).

Exercice 246

Soit E un ensemble et (A,B) € (P(E))?2. Simplifier :
a) X1=AU(ANB)U(ANBNC)

b) X;=AN(AUB)N(AUBUC).

Exercice 247
Soit E un ensemble et (A,B) € (P(E))%. Montrer que:

A\ (ANnB)=A\B=(AUB)\B.
Exercice 248
Soit E un ensemble et (A,B) € (P(E))%. Montrer que:
A=B<+<—= AUuB=AnNB.
Exercice 249
Soit E un ensemble et (A,B) € (P(E))2. Montrer que:

A\B=A<= B\ A=B.
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Exercice 250
Soit E un ensemble et (A,B,C) € (P(E))?. Montrer que:

(A\C)U(B\C)=(AUB)\C et (A\C)N(B\C)=(ANB)\C.

Exercice 251
Soit E un ensemble et (A,B,C) € (P(E))3.
Montrer que:
(AuUB)N(BUC)N(CUA) =(ANnB)U(BNC)U(CNA)

Exercice 252
Soit E un ensemble et (A,B,C) € (P(E))®. Montrer que:
A\ (BNC)=(A\B)uU(4\ ).
Exercice 253
Soit E un ensemble et (A,B,C) € (P(E))®. Montrer que:
A\ (B\C)=(A\B)U(ANC).
Exercice 254
Soit E un ensemble et (A,B,C) € (P(E))3. Montrer que:
(ANC)\(B\C) = A\ (BUC) = (A\B)\C = (A\ B)N (A\ ().
Exercice 255
Soit F un ensemble et (A,B,C) € (P(E))?. Montrer que:
(A\B)\ (A\C) = (4\ B)NC = (ANC)\ B.
Exercice 256
Soit E un ensemble et (A,B,C) € (P(E)). Montrer que:
ANB=ANC<+<= ANnB=AnC.
Exercice 257
Soit E un ensemble et (A,B,C) € (P(E)). Montrer que:
AUB=AUC e ANB=ANC<+=B=C
Exercice 258
Soit E un ensemble et (A,B,C) € (P(E))3. Montrer que:
ANB=ANC e B\A=C\A << B=C.
Exercice 259
Soit E un ensemble et (A,B,C) € (P(E)). Montrer que:
AUB=ANC e ANB=AUC<+= A=B=C
Exercice 260
Soit E un ensemble et (A,B,C) € (P(E))3. Montrer que:

AUB=ANC, BUC=ANB, AUC=BNC<«+=A=B=C
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Exercice 261
Soit E un ensemble et (A,B,C) € (P(E))?. On suppose que AUB = BNC.
Montrer que A C B c C.

Exercice 262
Soit E un ensemble et (A,B,C) € (P(E))3. Montrer que:

ANBCANC e AUBCAUC=BCC
Exercice 263
Soit E un ensemble et (A,B,C) € (P(E)). Montrer que:
ANB=BNC=CNA e AUB=BUC=CUA << A=B=C.
Exercice 264
Soit E un ensemble et (A,B,C,D) € (P(E))*. Montrer que:
AcC, BcD, CnD=@ e¢ AUB=CUD << A=C(C e B=D.
Exercice 265
Soit n € N, n > 2, E un ensemble et (44,...,4,) € (P(F))™. Montrer que:
AU UA, = (A1 \A2) U (A2 \ A3) U U (A1 \An) U (AR \ AU (AN N Ay).
Exercice 266
Soit E un ensemble. Pour (A,B) € (P(E))?, la différence symétrique de A et B, notée AAB, est définie par:

AAB = (A\ B)U (B )\ A).

—_

. Soit A € P(E). Déterminer AAA, AAE et AAD.
2. Soit (A,B) € (P(E))?. Montrer que:
AAB = (AUB)\ (AN B).

3. Soit (A,B) € (P(E))?. Montrer que:
AAB = AAB.

4. Soit (A,B) € (P(E))?. Montrer que:
AU B = (AAB)A(AN B).

5. Soit (A,B) € (P(E))?. Montrer que:
ANB=(AUB)\ (AAB).

6. Soit (A,B) € (P(E))2. Montrer que:
A\ B = (AUB)AB.

7. Soit (A,B) € (P(E))?. Montrer que:
A=B <<= AAB=2.

8. Soit (A,B,C) € (P(E))3. Montrer que:
AAC = BAC <= A= B.

9. Soit A € P(F). Montrer que:
A=0 <<= 3JBeP(E),AAB =B.

10. Soit (A,B,C) € (P(E))3. Montrer que:
(AAB) N (AAC) € AA(BNC).
11. Soit (A,B,C) € (P(E))3. Montrer que:

AA(BUC) C (AAB) U (AAC).
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12. Soit (A4,B,C) € (P(E))3. Montrer que:

AN (BAC)=(ANB)A(ANC).
13. Soit (A4,B,C) € (P(E))3. Montrer que:

(AUB)A(AUC) C AU (BAC).

14. Soit (A,B,C) € (P(E))3. Montrer que:
(AAB)AC = AA(BAC).

15. Soit (A4,B,C) € (P(E))3. Montrer que:

A\BcCC, B\CCA, C\ACB <+ AABAC=ANnBNnC.

16. Soit (A,B,C,D) € (P(E))*. Montrer que:

(AN B)A(C'N D) C (AAC) U (BAD).

Exercice 267
Soit E un ensemble non vide et (A4,B) € (P(E))2. B
Résoudre et discuter I'équation d’inconnue X € P(E): (ANX)U (BNX) = @.

Exercice 268

Soit E un ensemble et (A,B) € (P(E))2.

1. Résoudre et discuter ’équation d’inconnue X € P(E): XN A= B.
2. Reésoudre et discuter I’équation d’inconnue X € P(E): X UA = B.

2 Applications et relations

2.1 Applications

Exercice 269

Soit f : N — N* une application telle que:
e pour tout n € N, f(n+ f(n)) = f(n);

e il existe ng € N tel que f(ng) = 1.
Montrer que, pour tout n € N, f(n) = 1.

Exercice 270
Déterminer les applications f: N — N telles que:

V(m,n) € N?, - f(m+n) = f(m)f(n).

Exercice 271
Montrer qu’il n’existe pas deux fonctions f et g de R dans R telles que:

Vz €R, fog(z)=2% et go f(z)=2a>

Exercice 272
Soit E et F' deux ensembles et f : F — F une application.
1. Montrer que:

V(A1 A) € (P(E))?, f(A1UA2) = f(A) U f(Ag).

2. a) Montrer que:

V(A1,A) € (P(E))?,  f(A1NAg) C f(A1) N f(A).

b) Montrer que f est injective si, et seulement si, on a:

V(A1,A) € (P(E))?,  f(A1NAg) = f(A1) N f(A).
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3. Montrer que:

V(B1,B;) € (P(F))?, f~'(B1UBy) = f~'(B1) U f ' (By).

4. Montrer que:

V(B1,By) € (P(F))?, f~'(BiNBy) = f~'(B1)Nf(By).

Exercice 273
Soit F et F' deux ensembles et f : E — F' une application.
1. a) Montrer que:

VA€ P(E), Ac f i (f(A).
b) Montrer que f est injective si, et seulement si, on a:
VAeP(E), A= [fT'(f(A).

2. a) Montrer que:
VBeP(F), f(f(B))=Bnf(E)
En déduire que:

VBeP(F), f(f'(B))cCB.
b) Montrer que f est surjective si, et seulement si, on a:
VBeP(F), f(f'(B)=5B.

3. a) Montrer que:
VAeP(E), f(fTH(f(A)=f(A).
b) Montrer que:

VB eP(F), T (f(f71(B))=f""(B).

Exercice 274
Soit F et F' deux ensembles et f : E — F' une application.
Montrer que f est injective si, et seulement si, on a:

V(A,B) € (P(E))?, f(A\B)= f(A)\ f(B).

Exercice 275
Soit F et F' deux ensembles et f: E — F une application.
Montrer que f est injective si, et seulement si, on a:

VA e P(E), f(CrA) cCrf(A).

Exercice 276
Soit F et F' deux ensembles et f : E — F une application.
Montrer que f est bijective si, et seulement si, on a:

VA€ P(E), f(CgA)=Crf(A).

Exercice 277
Soit F un ensemble non vide.

1. Montrer qu'il existe une application injective £ — P(FE).
2. Montrer qu'il n’existe pas d’application surjective E — P(E).

Exercice 278
Soit E, F et G trois ensembles, f: F — F et g : FF — G deux applications.

1. a) Montrer que, si g o f est injective, alors f est injective.
b) Montrer que, si g o f est injective et f surjective, alors g injective.
2. a) Montrer que, si g o f est surjective, alors g est surjective.
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b) Montrer que, si g o f est surjective et g injective, alors f est surjective.

Applications

3.

4.

Soit E un ensemble, f: E — E et g: E — E deux applications telles que f o g o f est bijective.

Montrer que f et g sont bijectives.

Soit E et F' deux ensembles, f: E — F et g : F — FE deux applications telles que g o f o g o f est surjective et
fogo fog injective.

Montrer que f et g sont bijectives.

Soit E, F, G et H quatre ensembles, f : E — F, g: F — G et h: G — H trois applications telles que go f et
h o g sont bijectives.

Montrer que f, g et h sont bijectives.

Soit E, F et G trois ensembles, f: F — F, g: F — G et h: G — FE trois applications.

On considére les trois applications hogo f, go fohet fohog.

Montrer que, si deux d’entre elles sont injectives (respectivement surjectives) et la troisiéme surjective (resp. injec-
tive), alors f, g et h sont bijectives.

Exercice 279
Soit F un ensemble, f : E — E et g : E — E deux applications telles que:

fogof=g e gofog=/f

Montrer que, si 'une des applications f ou g est injective ou surjective, alors elles sont toutes deux bijectives.

Exercice 280
Soit E et F' deux ensembles non vides et f : E — F une application.

1

2

. On suppose que f est injective.

Montrer qu’il existe une application g : F' — F telle que g o f = Idg, puis que g est surjective.
. On suppose que f est surjective.

Montrer qu’il existe une application g : F' — FE telle que f o g = Idp, puis que g est injective.

Exercice 281 - Lemmes de factorisation
Soit E, F et GG trois ensembles.

1.

Soit f: FF— E et g: G — F deux applications.

Montrer qu’il existe une application h : G — F telle que g = f o h si, et seulement si, g(G) C f(F).
Déterminer une condition pour que 'application h soit unique.

Soit f: E — F et g: F — G deux applications.

Montrer qu’il existe une application i : FF — G telle que g = h o f si, et seulement si, on a:

V(z1,m2) € B2, f(21) = f(a2) = g(21) = g(x2).

Déterminer une condition pour que 'application h soit unique.

Exercice 282
Soit E un ensemble et f : F — E une application telle que fo fo f = f.
Montrer que f est injective si, et seulement si, elle est surjective.

Exercice 283
Soit E un ensemble et f: E — E une application telle que fo f = f.
Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) f est injective;
(ii) f est surjective;
(ii) f=Idg.

Exercice 284
Soit f : N — Z D’application définie par:

g si n est pair
> sinon

Montrer que 'application f est bijective et déterminer sa réciproque.
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Exercice 285
Soit f et g les applications définies par:

0 sin=0

N — N
r:+d
n—1 sinon

N — N ot )
n — n+1 9N n {

1. Etudier I'injectivité et la surjectivité de f et g.
2. Déterminer f o g et g o f. Etudier l'injectivité et la surjectivité de f o g et de go f.

Exercice 286

Soit f et g les applications définies par :

si n est pair
1

si n est impair

1. Etudier Iinjectivité et la surjectivité de f et g.
2. Déterminer f o g et g o f. Etudier l'injectivité et la surjectivité de fog et go f.

Exercice 287
1. Montrer que, pour tout n € N*, il existe (k,p) € N? tel que n = 2P(2k + 1).
2. Soit f I'application définie par:
f { N2 — N*
1 (kp) — 2P(2k+1)

Montrer que f est une bijection de N? sur N*.

Exercice 288
Déterminer les applications f : N — N, surjectives, telles que:

V(mn) € N, f(m+ f(n)) = f(f(m)) + f(n).

Exercice 289
Déterminer les fonctions f : R — R, surjectives, telles que:

V(wy) €R?% f(flz—y) = flz) - fy).
Exercice 290
Soit E un ensemble, (4,B) € (P(E))? et f I'application définie par:

f_{P(E) —  P(A) x P(B)
‘1 X +— (XNAXNB)

1. Montrer que f est injective si, et seulement si, AU B = E.
2. Montrer que f est surjective si, et seulement si, AN B = &.

3. En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que f soit bijective. Préciser alors son application réciproque.

Exercice 291
Soit E un ensemble, (4,B) € (P(E))? et f I'application définie par:

[ PE) —  PE)xPE)
f'{ X s (XUAXUB)

1. Montrer que f n’est pas surjective.
2. Montrer que f est injective si, et seulement si, AN B = @.
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Exercice 292
Soit E' un ensemble et A € P(E). On pose:

A_={BeP(E)/BCcA}, Ay ={BeP(E)/AC B} et A*=A_x A,

et on considére ’application :

Montrer que f est bijective.

Exercice 293
Soit f : N — N une application.

1. On suppose que f est injective et vérifie, pour tout n € N, f(n) < n.
Montrer que f = Idy.

2. On suppose que f est surjective et vérifie, pour tout n € N, f(n) > n.
Montrer que f = Idy.

Exercice 294
X MP 2017
Déterminer les applications f: N — N telles que f+ fo f+ fo fo f = 3ldy.

Exercice 295

Concours général 1995. X MP 2018

Soit f : N — N une application bijective.

Montrer qu'’il existe (a,b,c) € N tel que a < b < c et 2f(b) = f(a) + f(c).

Exercice 296
Soit f : N — N une application surjective et g : N — N une application injective telles que:

WneN, f(n)> g(n).
Montrer que f = g.

Exercice 297
Soit E un ensemble. Pour tout A € P(E), on considére les applications :

] P(E) — P(E) ] P(E) — P(E)
9"""{ X — xna W'{ X — XuA4

1. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) A est injective;
(i) pa est surjective;
(i) A=E.
2. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes:
(i) ¥4 est injective;
(ii) 14 est surjective;
(i) A= 2.

Exercice 298
Soit F et F' deux ensemble, f : F — F une application et g 'application définie par :

{ P(E) — P(F)
g: Y — f(Y)

1. Montrer que g est injective si, et seulement si, f est injective.
2. Montrer que g est surjective si, et seulement si, f est surjective.
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Exercice 299
Soit E et F' deux ensemble, f : E — F une application et g application définie par:

J PF) — P(E)
IV Y — YY)
1. Montrer que g est injective si, et seulement si, f est surjective.
2. Montrer que g est surjective si, et seulement si, f est injective.

Exercice 300 - Théoréme du point fixe de Knaster-Tarski
Soit E un ensemble et f : P(E) — P(E) une application croissante pour I'inclusion.
Montrer qu’il existe X € P(E) telle que f(X) = X.

Exercice 301
Soit F et F' deux ensembles et f: E — F une application.
Montrer que:

V(A,B) e P(E) x P(F), f(ANf~Y(B))=f(A)NB.

Exercice 302
Soit E un ensemble non vide et (A,B) € (P(E))2. On pose:

[ANB,B]={XeP(E)/ANBC X C B} et [AJAUB]|={X e P(F)/AC X C AUB}.
Soit f et g les applications définies par:

I3 [A,AUB] — [ANB,D] .
: X s XNB ©

Montrer que les applications f et g sont réciproques 'une de I'autre.

[ [AnB,B] — [A,AUB]
g: X s XUA

Exercice 303
1. Soit F' et G deux ensembles et f : F' — G une application.
Montrer que f est injective si, et seulement si, pour tout ensemble E non vide, on a:

2
Y(g1,92) € (FF)", fogi=fogs = g1 =go.

2. Soit F et F' deux ensembles et f : E — F une application.
Montrer que f est surjective si, et seulement si, pour tout ensemble G ayant au moins deux éléments, on a:

2
V(g1,92) € (G)", qiof=ga0f = g1=go
3. Application
Soit E, E’, F et F’ quatre ensembles, u: E' — E et v: F — F’ deux applications. On considére Papplication ¢
définie par:
FE — F¥
v { f = wofou
a) Montrer que, si u est surjective et v injective, alors ¢ est injective.
b) Montrer que, si u est injective et v surjective, alors ¢ est surjective.

Exercice 304
Soit n € N*, E un ensemble et f1,...,f, des applications bijectives de E dans F telles que f1o---0 f, = Idg.
Montrer que, pour tout k € [1,n], fyx410---0 fno fro-- o fr =1dg.

Exercice 305
Soit E, F et G trois ensembles, f : E — F et g : F — G deux applications. On considére I'application h définie
par:
b { E — FxG
z — (f(x)g(x))
1. Montrer que, si f ou g est injective, alors h est injective.
2. On suppose que f et g sont surjectives. L’application h est-elle nécessairement surjective?

Exercice 306
Soit f et g deux applications injectives de Z dans Z.
Montrer que I'application n — f(n)g(n) n’est pas surjective de Z dans Z.
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2.2 Relations

Exercice 307
Soit E un ensemble. Quelle est la seule relation sur F qui soit & la fois réflexive, symétrique et antisymétrique?

Exercice 308
Soit a € R et * la relation binaire définie sur R par:

xxy=uzy+alr+y).
Déterminer o pour que la relation x soit associative.

Exercice 309
Soit E' un ensemble et R la relation définie sur P(FE) par:

ARB <= A=B ou A=B.

Montrer que R est une relation d’équivalence.

Exercice 310
Soit R la relation définie sur RN par:

uRv <<= VYneN, dpg=n, u,<v, et vy <up.
Montrer que R est une relation d’équivalence.

Exercice 311
Etudier la relation R définie sur R? par:

/ / /

(xy)R(x'y) <= x<2’ et o<y et y<a' et y<y.

Exercice 312
Etudier la relation R définie sur R? par:

(z,y)R(x'y) <= zx<2' et y<y.

Exercice 313
Montrer que la relation R définie sur R? par:

(zy)R('y) <= (x<a’) ou (z=2" et y<y).

est un ordre total.
Cet ordre est appelé 'ordre lexicographique.

Exercice 314
Soit R la relation définie sur R par:
TRy — 2—z=y>—vy.
1. Montrer que R est une relation d’équivalence.
2. Déterminer les classes d’équivalence pour R.

Exercice 315
Soit R la relation définie sur R par:
TRy <= ze¥ =ye”.
1. Montrer que R est une relation d’équivalence.
2. Pour tout = € R, préciser le nombre d’éléments de la classe de x modulo R.
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Exercice 316
Soit P = {z € C/m(z) > 0} et R la relation définie sur P par:

z cos(#) + sin(0)

! FeR "= .
R = €8 2 —zsin(6) + cos()

Montrer que R est une relation d’équivalence sur P.

Exercice 317
Etudier la relation R définie sur N par:

TRy <= IneN", y=2z"
Exercice 318

Soit R la relation définie sur N* par:
pRq < IneN" qg=p".

1. Montrer que R est une relation d’ordre partiel.
2. La partie {2;3} est-elle majorée?

Exercice 319
1. Soit R la relation définie sur C par:

RZ < IneN, ==z

R est-elle une relation d’ordre?
2. Reprendre la question précédente en définissant R sur R.

Exercice 320
Soit E' un ensemble, H € P(E) et < la relation définie sur F par:

A<B <= ANHCBNHetBNHCANH.

1. Montrer que < est une relation d’ordre.
Cet ordre est-il total ou partiel ?

2. L’ensemble P(FE) admet-il un plus grand élément et un plus petit élément pour cette relation d’ordre?

Exercice 321
Soit R la relation définie sur R? par:

(zy)R(E'y) = |2’ -z <y -y

1. Montrer que R est une relation d’ordre partiel.
2. Soit A = {(z,y) € R? /2® + y* < 1}. Montrer que sup(4) = (0,v2).
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STRUCTURES ALGEBRIQUES USUELLES

1 Lois de composition interne

2  Groupes

Exercice 322
Montrer que R* x R est un groupe pour la loi x définie par (x,y) x (z',y’) = (za’,xy’ + y). Est-il abélien?

Exercice 323
Soit * la loi de composition interne définie sur R? par:

(z,y) * (2"y') = (x + :c’7ye“'/ + y'e_l‘) .
Montrer que (RQ’*) est un groupe. Est-il abélien?

Exercice 324

CCP - TPE - INT - ICP 1996

Soit (G,") un groupe, e son élément neutre et (a,b) € G?. On suppose qu'il existe n € N* tel que (ab)" = e.
Montrer que (ba)™ = e.

Exercice 325
Soit (G,x) un groupe tel que, pour tout a € G, a® = e.
Montrer que (G,*) est un groupe abélien.

Exercice 326
Soit G un groupe d’ordre pair.
Montrer qu’il existe x € G, = # e, tel que z = 1.

Exercice 327
Soit x et y deux éléments d’un groupe G tels que z est d’ordre 3, y est d’ordre impair et zyz~! = 9°.
Déterminer l'ordre de y.

Exercice 328
Soit (G,x) un groupe. On suppose qu’il existe n € N* tel que:
Vke{n—1nn+1}, Y(zy) € G? (zxy)k =2k xyk.

Montrer que G est commutatif.

Exercice 329
Soit G un groupe fini, A et B deux parties de G telles que Card(A) + Card(B) > Card(G).
Montrer que G = AB = {zy / (z,y) € A x B}.
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Exercice 330
Soit G un groupe, H et K deux sous-groupes de G. On pose:

HK = {hk /(h,k) € H x K}.

1. Montrer que, si G est abélien, alors HK est un sous-groupe de G.
2. Montrer que H K est un sous-groupe de G si, et seulement si, HK = KH.

3 Anneaux

Exercice 331
Un anneau fini est-il nécessairement commutatif?

Exercice 332
Soit (4, + ,-) un anneau, 14 le neutre de - et (a,b) € A2.
Montrer que:
aba=14 <= d*b=1 et ba®=1.

Exercice 333
Soit A un anneau et (a,b) € A2 tel que:

ab+ba =14 et a’b + ba? = a.

1. Montrer que:
a?b = ba® et 2aba = a

2. Montrer que a est inversible et a=! = 20.

Exercice 334
Soit A un anneau, (a,b) € A% On note 1 le neutre de la deuxiéme loi de A. On suppose que a, b et ab — 1 sont
inversibles dans A.

1. On note ¢ = ab — 1. )
Montrer que a — b~ ! est inversible dans A et que (a — b‘l)f =bc L.

2. Onnoted=a"' — (a — b_l)_l.

Montrer que d est inversible dans A et que d~' = —ca.

Exercice 335
Soit A un anneau et (a,b) € A2.
Montrer que 1 — ab est inversible si, et seulement si, 1 — ba est inversible.

Exercice 336
Soit A un anneau tel que:
Vee A, 2=z

1. Montrer que:
Vee A, 2z=0.

2. Montrer que A est un anneau commutatif.

Exercice 337
Soit A un anneau tel que:
V(zy) € A% (zy)® = a?y”.

1. Montrer que:
Y(zy) € A%, ayx = 2y = ya’.

2. En déduire que A est commutatif.

Exercice 338
Soit A un anneau tel que:
V(w,y) € A27 yx € {$y7 - xy}

Montrer que A est commutatif.
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4 Corps

Exercice 339
Soit K un corps (non nécessairement commutatif) et (a,b) € (K\ {0})? tel quea+b=1eta ! +b71 = 1.
Montrer que ab=ba =1 et a® =55 = 1.
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CHAPITRE V

ARITHMETIQUE DANS Z

1 Divisibilité. Congruences

Exercice 340
Résoudre dans Z? 1'équation: 322 + zy — 11 = 0.

Exercice 341
Soit n € N*\ {1} et (p,k) € (N*)?. Montrer que, si p divise n2 — n, alors p divise nF — n.

Exercice 342

Mines/Ponts et Chaussées 2001

Soit aabb I'écriture en base 10 d’un certain entier n. On suppose que n est un carré.
Déterminer n.

Exercice 343
Soit abede f I'écriture en base 10 d’un entier naturel divisible par 13.
Montrer que l'entier naturel dont ’écriture en base 10 est bedefa est encore divisible par 13.

Exercice 344
Soit n € N*, N le nombre de diviseurs de n et P le produit de ces diviseurs.
Déterminer une relation entre n, N et P.

Exercice 345
Montrer que 11 divise 2123 + 3121,

Exercice 346
Montrer que, pour tout n € Z, n? + 20n 4 74 n’est pas divisible par 169.

Exercice 347
Montrer que, pour tout n € Z, 3 divise 5n3 4 n.

Exercice 348
Montrer que, pour tout n € N*, 6 divise n(n + 2)(7n — 5).

Exercice 349
Montrer que, pour tout n € N, 7 divise 327+! 4 2n+2,

Exercice 350
Montrer que, pour tout n € N, 7 divise 437 +! 4 23741 4 1,
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Exercice 351
X MP 1998
Montrer que:

vn e N*, 101" = 417].

Exercice 352
Montrer que, pour tout n € N*\ {1}, 8 divise 5" +2 x 3771 + 1.

Exercice 353
Montrer que, pour tout n € N, 11 divise 2673 4 32n+1,

Exercice 354
Montrer que, pour tout n € N*, 11 divise 267—5 + 327,

Exercice 355
Montrer que, pour tout n € N, 13 divise 247+2 4 34n+2,

Exercice 356
Montrer que, pour tout n € N*, 17 divise 3 x 5271 4 237=2,

Exercice 357 s
Montrer que, pour tout n € N, 19 divise 22 " 4.

Exercice 358 s
Montrer que, pour tout n € N, 17 divise 3% + 10.

Exercice 359
Soit k € N*. Déterminer les entiers n > k tels que n — k divise n.
Application au cas k = 12.

Exercice 360

Soit n € N* et (a,b) € N2 avec a > 3 et b > 2. On note ¢ le quotient de la division euclidienne de a — 1 par b.

Calculer le quotient de la division euclidienne de ab™ — 1 par b"*1.

Exercice 361
Déterminer le reste de la division euclidienne de 279227 par 5.

Exercice 362
Centrale MP 2005 .
Déterminer le chiffre des unités de 77 .

Exercice 363 o
Déterminer le dernier chiffre de écriture décimale de 73 .

Exercice 364 5
Déterminer le dernier chiffre de ’écriture décimale de 137 .

Exercice 365
Résoudre dans Z le systéme:

{ 3z =1[5)

Exercice 366
Résoudre dans Z le systéme:

n=2[7]
n =3[9
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Exercice 367

Une bande de 17 pirates dispose d’un butin composé de N piéces d’or d’égale valeur. Ils décident de se le partager
également et de donner le reste au cuisinier (non pirate). Celui-ci regoit 3 piéces. Mais une rixe éclate et 6 pirates
sont tués. Tout le butin est reconstitué et partagé entre les survivants comme précédemment; le cuisinier regoit alors 4
piéces. Dans un naufrage ultérieur, seul le butin, 6 pirates et le cuisinier sont sauvés. Le butin est & nouveau partagé
de la méme maniére et le cuisinier recoit 5 piéces.

Quelle est alors la fortune minimale que peut espérer le cuisinier lorsqu’il décide d’empoisonner le reste des pirates?

Exercice 368

Lorsque Cédric avait un an de plus que ’dge que Raymond avait quand Cédric avait deux fois ’age que Raymond
avait quand Cédric avait la moitié de I’Age que Raymond a maintenant, Raymond avait la moitié de ’age que Cédric
avait quand Raymond avait la moitié de I’age que Cédric a maintenant.

Une de ces personnes (au moins) est dans la quatre-vingtaine. On considére que les Ages sont des nombres entiers.
Déterminer ’age de Cédric et celui de Raymond.

Exercice 369
Soit (a,b) € Z2. Montrer que:
7la* +v* = T7la ou T|b.

Exercice 370
Trouver tous les n € N dont les restes dans les divisions euclidiennes par 3, 5 et 7 sont égaux a 1, 2 et 3 respectivement.

Exercice 371
En raisonnant modulo 5, montrer que 1’équation z2 — 5y = 3 n’a pas de solution dans Z2.

Exercice 372
En raisonnant modulant 9, montrer que chacune des équations z2 + 32 4+ 23 = 94 et 23 + 32 + 23 = 95, d’inconnue
(7,y,2) € Z3, n’a pas de solution.

Exercice 373
Mines-Ponts MP - MPI 2023
Résoudre dans N? I'équation: 3" = 8 + m?.

Exercice 374
Montrer que ’équation suivante n’a pas de solution dans Z2: 1522 — 7y = 9.

Exercice 375
Trouver tous les n € Z vérifiant simultanément: 3n — 10 € 7Z, 11n + 8 € 17Z et 16n — 1 € 5Z.

Exercice 376
Soit a, b et ¢ trois entiers impairs.
Montrer que ab + be + ca et 2(ab + be + ca) ne peuvent pas étre des carrés d’entiers.

Exercice 377
Montrer qu'un entier congru a 3 congru modulo 4 ne peut pas étre la somme de deux carrés.

Exercice 378
Montrer qu’un entier congru a 7 congru modulo 8 ne peut pas étre la somme de trois carrés.

Exercice 379

n
Déterminer I'ensemble des entiers n € N* tel que > k! soit un carré parfait.
k=1

Exercice 380

Soit n € N* et (a1,...,a,) € (N*)".

Montrer qu’il existe d’une partie I non vide de [1,n] telle que > a; soit divisible par n.
i€l
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Exercice 381

Concours général 1992
101992

Quel est le chiffre des unités du plus grand nombre entier inférieur ou égal & IOT—W?

Exercice 382
Montrer qu’il n’existe aucun a € N tel que a® + 3a + 5 = 0[121].

Exercice 383
Olympiades internationales 1992
Trouver tous les entiers a, b, ¢ vérifiant 1 < a < b < ¢ et tels que (a — 1)(b— 1)(c — 1) divise abc — 1.

2 PGCD. PPCM. Entiers premiers entre eux

Exercice 384
X MP 2017
Montrer que v2 + /3 ¢ Q.

Exercice 385

Montrer que v6 — v/3 — V2 ¢ Q.

Exercice 386
X - ESPCI PC 2014
Montrer que v2 + /2 ¢ Q.

Exercice 387
Soit (m,n) € (N*)2. Montrer que U,, NU,, = Upan.

Exercice 388
Montrer que:
Vn € Z, 12|n* —4n3 + 5n% — 2n.

Exercice 389
Soit (a,b) € (N*)? avec a et b premiers entre eux et b > 2.
Montrer qu'il existe (ug,vp) € N2, unique, tel que:

upa —vgb =1 avec ug<b et vy <a.

Exercice 390
TPE MP 2015
Déterminer les entiers relatifs n tels que 2n? + 13n + 20 soit divisible par 9.

Exercice 391
Soit (a,b) € Z% et d=a Ab.
Déterminer (15a + 4b) A (11a + 3b).

Exercice 392
Montrer que:
Vn € N*, (n4 +3n2+ 1) A (n3 + Qn) =1.

Exercice 393
Montrer que:
VneN (ml+DA((n+1)!+1)=1.

Exercice 394
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1. Montrer que, pour tout n € N, il existe (a,,b,) € N? tel que:
n
(14v2) =an+bav2
2. Montrer que a,, et b, sont premiers entre eux.

Exercice 395
Soit n € N* et k € [1,n — 1] tel que n A k = 1. Montrer que n divise (Z)

Exercice 396 )
Montrer que, pour tout n € N*, n + 1 divise < n>
n

Exercice 397
Soit (a,b) € (N*)? avec a impair et a > 3.
Montrer que (2* — 1) A (2° +1) = 1.

Exercice 398

Soit (a,m,n) € (N*)*. Montrer que:
(@™ —1) A" —1)=a™"" -1

Exercice 399

Déterminer n € N tel que le reste de la division euclidienne de 2003 par n est égal & 8 et le reste de la division

euclidienne de 3002 par n est égal & 27.

Exercice 400

Soit (a,b,c) € Z3. Montrer que, si a, b et ¢ sont premiers entre eux deux & deux, alors ab+ bc+ ca et abc sont premiers

entre eux.

Exercice 401

Soit n € N, n > 7. Montrer n est la somme de deux entiers supérieurs a 2 premiers entre eux.

Exercice 402

Soit = et y deux entiers premiers entre eux. Montrer que xy et x + y sont premiers entre eux.

Exercice 403
Montrer que:
YneN, (2"+3")A (2" +3") =1.

Exercice 404
Soit (m,n) € Z2% et (a,b,c,d) € Z* tel que ad — be = 1.
Montrer que (am + bn) A (em + dn) = m A n.

Exercice 405
Montrer que:
YneZ, (2In+4)A(1dn+3)=1.

Exercice 406
Montrer que:
V(ab) € (Z*)?, (a®+0b%) A (ab) = (a A D)

Exercice 407

Résoudre dans N? le systéme:
z +y =100
Ay =10
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Exercice 408
Résoudre dans N? le systéme:

zy = 3468
z Ny =17
Indication : 3468 = 22 x 3 x 172
Exercice 409
Résoudre dans (N*)*:
r ANy =12
xVy =420
x>y >20

Exercice 410
TPE MP 2005
Résoudre dans (N*)? le systéme::
TANYy=x—y
{ zVy =300

Exercice 411
1. Soit (a,b) € (Z*)*. Montrer que:

(a+b)A(aVd)=aAb.
2. Déterminer les couples (a,b) € (N*)? tels que:

a+b=144
aVb=420

Exercice 412
Montrer que:
V(ab) € (Z*)*, a® A (ab) Ab? = (a Ab)>.

Exercice 413
Montrer que:

Vn e N*, V(a,b) € (Z*)?, a"Ab"=(aAb)" et a Vb= (aVb)"

Exercice 414
Soit (a,b,c) € (Z*)* avec a A b= 1.
Montrer que:
an(bc)=aANc.

Exercice 415
Soit (a,b,c,d) € (Z*)" aveca Ab=1et cAd=1.
Montrer que:
(ac) A (bd) = (a N d)(DAc).

Exercice 416
Pour tout n € Z, on note D (n) 'ensemble de ses diviseurs positifs.
Soit (a,b) € Z? avec a A b = 1. Montrer que I’application :

f { Di(a) xDy(b) — N
‘ (v, 3) — af

réalise une bijection de D4 (a) x Dy (b) sur D4 (ab).
Exercice 417

Mines-Ponts MP 2005
Pour tout n € N, on pose F,, = 22" 4 1.
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n
1. Pour tout n € N, déterminer une relation entre F,, 11 et [ Fg.
k=0

2. Soit (m,n) € N2, m # n. Montrer que F,, et F,, sont premiers entre eux.

Exercice 418
Pour tout n € N*, on pose u,, = 2™ + 3™ + 5.
Montrer que:
Vn € N*) Uy Atpa AUpyo = 2.

Exercice 419

Olympiades internationales 1979

1 1 1 1 1
Soit5:1_§+§_i+..._ﬁ+ﬁ. OnécritSsouslaformeSzgavec(p,q)eNxN*etp/\q:l.

Montrer que 1979 divise p.

Exercice 420
X MP 2021
Résoudre dans (N*)* équation :

Exercice 421
1. Déterminer les solutions dans N2 de 3™ — 2™ = 1.
2. Déterminer les solutions dans N2 de 2" — 3™ = 1.

Exercice 422 - Formule de Marcelo Polezzi (1997)

Soit (a,b) € (N*)?. Montrer que:
b—1

_ _ a
aNb=a+b ab+2;Lka.

3 Nombres premiers

Exercice 423
Pour n € N, n > 3, montrer que les n — 1 entiers n! + k (k € [2,n]) sont tous composés.

Exercice 424
Centrale MP 2005
Montrer que, si p est un nombre premier, alors |/p est irrationnel.

Exercice 425
Soit p € N. Montrer que, si p est premier et 8p? 4+ 1 est premier, alors 8p? — 1 est premier.

Exercice 426
Soit p € N. Montrer que p, 8p — 1 et 8p + 1 ne sont pas tous les trois premiers.

Exercice 427
Montrer que la somme de deux deux nombres premiers consécutifs ne peut pas étre égal au produit de deux nombres
premiers.

Exercice 428
Pour n € N*, on note p,, le n-iéme nombre premier.
Montrer que, pour tout n € N*, pp,41 <p1---pp + 1.

Exercice 429 )
Soit (a,b,a,3) € (N*)4 tel que a AB=1et a+bV2= (a + B\/Q) )
Montrer que a A b € {1;2}.
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Exercice 430
Mines-Ponts MP 2016
Soit a € N, a > 2, n € N*. Montrer que, si a™ + 1 est premier, alors n est une puissance de 2.

Exercice 431

Soit a et n deux entiers supérieurs ou égaux a 2. Montrer que, si a™ — 1 est premier, alors a = 2 et n est premier.

Exercice 432

Montrer qu’il existe un multiple de 1996 dont ’écriture décimale ne comporte que le chiffre 4.

Exercice 433
Soit n = 101010---0101 avec 2020 zéros.
Montrer que n n’est pas premier.

Exercice 434
X - ESPCI PC 2016
Soit m = 10101 - -- 10101 avec 2016 zéros. Montrer que n n’est pas premier.

Exercice 435
X MP 2015
Montrer qu’il existe un multiple de 23 qui ne s’écrit qu’avec des 1 en base 10.

Exercice 436
Mines-Ponts MP 2021
Montrer qu’il existe un multiple de 2021 qui ne s’écrit qu’avec des 1 en base 10.

Exercice 437
Montrer que, pour tout nombre premier p > 5, 24[p? — 1.

Exercice 438
Montrer que:
VneZ, n'=nl42].

Exercice 439
Soit p € P et (a,b) € Z? tels que a? = bP [p).
Montrer que:

Exercice 440
Soit p et ¢ deux nombres premiers distincts.
Montrer que:

P +¢" ! =1[pgl.

Exercice 441
Déterminer les entiers n € N tels que n? +n + 7 soit divisible par 13.

Exercice 442
Montrer que 'équation 2™ + 1 = n? d’inconnue (m,n) € N? n’a pas de solution.

Exercice 443
Soit (a,b,c;n) € (N*)* tel que a Ab=1 et ab=c".
Montrer qu'il existe (a,3) € (N*)2 tel que a = a™ et b= B".

Exercice 444
Montrer que le produit de trois entiers consécutifs n’est jamais le carré d’un entier.

Exercice 445
Soit (a,b,c) € (N*)°.
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1. Montrer que:
anN(bVe)=(@nb)V(aAc) et aV(bAc)=(aVb)A(aVc).
2. Montrer que:
(aVO)AN(BVe)A(cVa)=(aAb)V(bDAC)V (cAa).
3. Montrer que:
(abAbeAca)(aVbVe)=|abe| et (abV bcV eca)(a AbAc) = |abe|.

4. Montrer que:
(aAb)(bAC)(cAa)(aVbVe) =(aVb)(bVe)cVa)aAbAc)

5. Montrer que:
(anb)(bAc)ena)aVbVe)=(aNbAc)labe.

Exercice 446
Montrer que:
V(a,b) € Z?, 56786730 |ab (a® — ).

(On donne: 56786730 =2 x 3 x 5 x 7 x 11 x 13 x 31 x 61)

Exercice 447
Olympiades de Hong Kong 1998
Soit ¢ un nombre premier tel que 11c + 1 soit le carré d’un entier. Déterminer c.

Exercice 448
Soit n € N. Déterminer le PGCD de (n + 1)! et n! 4 1.

Exercice 449
Mines-Ponts MP 2017. TPE MP 2009.

Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers congrus a 3 modulo 4.

Exercice 450
Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers congrus a 1 modulo 4.

Exercice 451
Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers congrus & 5 modulo 6.

Exercice 452 - Théoréme de Kurschak (1918)
n

1
P n) € (N*)? <n, Hpn=Y +
our (m,n) € (N*)” avec m < n, on pose H,,, k;n .

1. Justifier que r = max vo(k) # 0.

m<k<n
2. Montrer qu’il existe k € [m,n], unique, tel que vo(k) = 7.
3. Montrer que H,, , n’est pas entier.

Exercice 453 - Formule de Legendre
1. Soit n € N* et p € N* un nombre premier.
Montrer la formule de Legendre:

vp(nl) = io UZJ :

k=1

2. Soit n € N* et p € N* un nombre premier. On note S,(n) la somme des chiffres de n en base p.

Montrer que:
-8
vy(nl) = nip(")'
p—1
3. Applications
a) Par combien de zéros se termine 1’écriture décimale de 1000!?
b) Montrer que:
(2m)!(2n)!

2
¥(m.n) € N7, m!n!(m + n)!

eN.
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POLYNOMES
1 Algébre K[X]
Exercice 454 .
Soit (un)nen+ la suite définie par u, = Y kl.
k=1

Montrer qu'’il existe (P,Q) € (R1[X])? tel que, pour tout n € N*, u, 1o = P(n)u,+1 + Q(n)u,.
Exercice 455
Montrer que:

2n

VneN', (XP+ X2+ X +1)) (DFxXF =X 4 X2+ 4 X241,
k=0

Exercice 456
Soit n € N*\ {1} et o € C. Montrer que:

go (z - a)2 (Z)X"’(l —X)"F = (X —a)? + @

Exercice 457

Montrer que:
n

* N\ okiq _ yv\3n—2kvk _ (1 _ v3\"
¥n € N*, ];)(k)su X)3n2kxk = (1- X3)".

Exercice 458
X MP-MPI 2023
Pour tout k¥ € N*, on pose P, =1+ X +--- + X5~ L.

Montrer que:
" /n X+1
N* P, =2""'P, ( —— .
e R (- (57)

Exercice 459
Pour n € N*, écrire le polynome
X(X+1) XX+ (X+n-1)

Po=1+Xx4+227"2 oy
2 n!

comme produit de n polynémes du premier degré.
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Exercice 460
Pour n € N*, écrire le polynoéme
X(X-1)

Po=1-X 4= o (-1

X(X=1)-(X—n+1)

n!

comme produit de n polynémes du premier degré.

Exercice 461
Pour tout n € N, calculer:

Py= (14 X) (14 X2) (1+ X1 - (14 X)),

Exercice 462 - Formule de Vandermonde
Centrale PC 2017

1. Soit (m,n,p) € (N*)* avec p < m+n. En considérant le produit des polynomes (X +1)™ et (X +1)", montrer que:
2065 -(")
im0 \F/\p—k p

mer 200 =)

k=0

2. En déduire que:

Exercice 463
Soit n € N*. En considérant le produit des polynomes (X — 1)?" et (X + 1)?", montrer que:

Vn €N, ]i(_nk (?)2 =(-1)" (i’;)

Exercice 464
1. Soit (n,p) € (N*)°. En considérant le produit des polynomes n(X + 1)1 et (X + 1)", montrer que:

2,00 () = (o)

2. En déduire que:

Exercice 465
Soit n € N. Déterminer le coefficient de X2 du polynome

P,=(14X)1+2X)(1+4X)---(1+2"X).

Exercice 466 .
n—
Soit n € N* et P € C,,_1[X] avec P(X) = Z apz®.
k=0
Montrer que:

Vk € [0n—1], |ax| < max{|P(z)|/z € Uy,}.

Exercice 467
Déterminer les polynomes P, Q et R de C[X] vérifiant: P? — XQ? = X R
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Exercice 468
Déterminer les polynomes P € Z[X] tels que P’ o P = Po P'.

Exercice 469
Centrale PC 201/
Déterminer les polynomes P € R[X] vérifiant: (P')? = 4P.

Exercice 470
Centrale PC 2005
Déterminer les polynémes P € C[X] vérifiant: P (X?) = (X2 + 1) P.

Exercice 471
X - ESPCI PC 2017
Déterminer les polynémes P € R[X] tels que P(X + 1) — P(X) = P/(X).

Exercice 472
Soit K un corps commutatif. Déterminer les polynomes P € K[X] vérifiant: Po P = P.

Exercice 473
Déterminer les polynémes P € R[X] tels que P(2X) = P/(X)P"(X).

Exercice 474
Déterminer les polynomes P € C[X] vérifiant: (X2 + 1) P” = 6P.

Exercice 475
Déterminer les polynémes P € C[X] vérifiant: P'P” = 18P.

Exercice 476

Montrer que, pour tout n € N, il existe P,, € R[X], unique, que 'on déterminera, tel que P, — P, = X™.

Exercice 477
Déterminer les polynoémes P € C[X] tels que P(0) =0 et P (X?+1) = (P(X))? + 1.

Exercice 478
Existe-t-il un polynéme P € R[X] tel que, pour tout € R, P(z) = e*?

Exercice 479
Existe-t-il un polynéme P € R[X] tel que, pour tout = € [0,27], P(x) = sin(z)?

Exercice 480
Déterminer les polynoémes P et @ de C[X] vérifiant :

PoQ=P?
QoP =@
Exercice 481
Soit P € K[X]. Montrer que:
+oo 1
- — p®)
P(X+1)= 2) —PM(X).

Exercice 482

1. Montrer que, pour tout n € N, il existe P,, € R,[X], unique, tel que P,(X) + P, (X +1) =2X™.

2. Montrer que, pour tout n € N*, P, =nP,_;.

3. Exprimer P, (X + 1) en fonction de Py, ...,P,.
En déduire une relation de récurrence entre Py, ... ,P,.
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2 Arithmétique des polyndmes

Exercice 483

Soit n € N* et (4,B,C,D) € (R[X])*. On suppose que A3 + C = B? + D, deg(A) = deg(B) = n, deg(C) < 2n et
deg(D) < 2n.

Montrer que A = B et C = D.

Exercice 484
Soit K un corps commutatif et (A,B) € (K[X])?. Montrer que:

B|A = B?|A'B- AB'.

Exercice 485
Soit m € R. Déterminer (p,q) € R? tel que X3 + pX + ¢ soit divisible par X? +mX — 1.

Exercice 486
Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur (a,b) € R? pour que X* + 3X? + aX + b soit divisible par
X?+aX +2.

Exercice 487
Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur (a,b) € R? pour que X* — X + b soit divisible par X2 — aX + 1.

Exercice 488
Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur (p,q) € C? pour que le polynome P = X2 + pX + ¢ divise
P (X 24 1).

Exercice 489
Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a € C pour que X* — X + a soit divisible par X? — aX + 1.

Exercice 490
Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur (a,b) € R? pour que X* + X3 4+ aX? + bX + 2 soit divisible par
X%+ 2.

Exercice 491
Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur (a,b,c) € C* pour que X° +aX? +b soit divisible par X3 + X2 —
c¢X + 1 dans C[X].

Exercice 492
Pour tout n € N, on pose P, = X +X2" 4 1.
Montrer que, si (m,n) € N? avec m < n, alors P, divise P,.

2n+1

Exercice 493

X - ESPCI PC 2017. Centrale PC 2005. TPE MP 2013

Soit K un corps commutatif et P € K[X], P(X) # X.

1. Montrer que P(X) — X divise Po P(X) — X.

2. Montrer que, pour tout n € N*, P(X) — X divise PI"/(X) — X, ot PI"l = Po--.0 P avec n facteurs.

Exercice 494

Mines-Ponts MP 2018

Soit P et @ deux polyndmes unitaires de C[X], de degrés respectifs 2 et 3 et tels que deg (P3 — QQ) <1
Montrer que P3 = Q2.

Exercice 495
Soit A € C[X] tel que deg(A) > 1, (m,n) € (N*)* et B = A2™ + (A+1)" — 1.
Montrer que B est divisible par A(A + 1).

Exercice 496
Soit (a,b,c,d) € N*. Montrer que X403 4 x4b+2 4 xdetl 4 X4d gt divisible par X2 + X2 + X + 1.
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Exercice 497
Montrer que, pour tout n € N*, X% + 1 divise (X% —1) (X? - X? + X — l)n + (X +1)x4n-1L,

Exercice 498
Soit K un corps commutatif et (4,B,P) € (K[X])?. Montrer que A divise B si, et seulement si, A o P divise B o P.

Exercice 499
Soit (P,Q) € (C[X])2. Montrer que, si P — @ divise Po P — Qo @, alors P — @Q divise également Po Q — Qo P.

Exercice 500
Déterminer P € R[X], de degré 3, divisible par X — 1 et X — 2, et tel que le reste de la division euclidienne de P par
X? + 1 soit 1.

Exercice 501
Déterminer un polynéme P € R[X] tel que X? + 1 divise P et X + 1 divise P — 1.

Exercice 502
X MP 2007
Soit n € N* et § € R. Calculer le reste de la division euclidienne de (sin(0)X + cos())"™ par X2 + 1.

Exercice 503
CCP PSI 2005

Soit n € N* et § € R. Calculer le reste de la division euclidienne de H(Sin(kH)X + cos(k#)) par X2 + 1.
k=1

Exercice 504
Soit (a,b) € C2, a # b, et P € C[X].
Déterminer le reste de la division euclidienne de P par (X — a)(X — b) en fonction de P(a) et P(b).

Exercice 505
Soit a € C et P € C[X].
Déterminer le reste de la division euclidienne de P par (X — a)? en fonction de P(a) et P'(a).

Exercice 506
Mines-Ponts PC 2019
Soit n € N*. Calculer le reste de la division euclidienne de (X +1)" — X™ — 1 par X2 + X + 1.

Exercice 507

Centrale PC 2008

Pour tout n € N*, on pose P, = (X2 - X +1)" — X2 + X" — 1.
Déterminer les entiers n € N* tels que X2 — X2 + X — 1 divise P,.
Dans les autres cas, donner le reste de la division euclidienne.

Exercice 508

Centrale PC 2009

Soit B = X3 — X2+ X — 1 et, pour tout n € N*, 4, = (X2+X+1)H—X2" — X" 1.
1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur n pour que B divise A,,.

2. Déterminer le reste de la division euclidienne de A,, par B.

Exercice 509

HEC ECS 2008 Ezxercice sans préparation

Soit n € N, n > 2. Déterminer les polyndémes de degré n, divisibles par X + 1 et dont les restes dans la division
euclidienne par X +2,...,X +n + 1 sont égaux.

Exercice 510

X - ESPCI PC 2017

Soit P € C[X], non nul. On suppose qu’il existe n € N* tel que P" divise P o P.
Montrer que X" divise P.
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Exercice 511

Pour n € N*, déterminer le PGCD de nX" ™! — (n +1)X" +1 et X" —nX +n — 1 dans C[X].

Exercice 512

Déterminer le PGCD de X6 — X% — X4 4+2X% — X2 - X +aet X*+ X% —3X2 — X + 2 suivant les valeurs de a € C.

Exercice 513
Soit (a,b) € (N*)*. Montrer que:
(X*—1)A(XP—1) = XN — 1.

Exercice 514
Soit (A,B) € (C[X]\ {0})2. Montrer que:

AANB=1 <= (A+B)A(AB)=1.
Exercice 515

Soit (A,B) € (K[X])? avec A et B non constants et premiers entre eux.
Montrer qu'il existe (Up,Vp) € (K[X])?, unique, tel que:

AUp+ BVy =1 avec deg(Up) < deg(B) et deg(Vy) < deg(A).

3 Racines

Exercice 516
Déterminer un polynéme a coefficients entiers admettant /2 4 /3 pour racine.

Exercice 517
Montrer que:

{/2+\/5+€/2—\/5:1‘

Exercice 518
Montrer que:

2 /7 2 /7
Ve € {—1;1}, §/E+3\/g+§/6—3\/;=€.

Exercice 519
Montrer que:

€/QO+14\/§+ 5’/20—14\/5:4.

Exercice 520
Montrer que:

{’/45+29¢§+ {’/45—29¢§= 6.

Exercice 521
Montrer que:

464 464
s56+\/¥ 356—\/¥
+ =4

2 2
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Exercice 522
Montrer que:

54v3 + 415 /543 — 415
+ =4.
V3 V3
Exercice 523

X - ESPCI PC 2011
Soit o = e'70. Montrer que « est racine de X® — X6 4+ X% — X2 4+ 1.

Exercice 524

X - ESPCI PC 2008

Soit P € R[X], unitaire. Pour a € R, on pose Q,(X) = P(X + a).

Montrer qu’il existe r € R tel que, pour tout a > 7, tous les coefficients de @), sont positifs.

Exercice 525

Mines-Ponts MP 2013. CCINP PC 2019

Soit P= (X +1)" — X7 - 1.

Montrer que j est racine de P, déterminer son ordre de multiplicité puis factoriser P.

Exercice 526
Déterminer A € C pour que P = X* —2X3 + A\X — 1 ait une racine d’ordre 2.

Exercice 527
Déterminer tous les polynomes P € R[X], de degré 5, tels que (X + 2)3 divise P + 10 et (X — 2)3 divise P — 10.

Exercice 528
Déterminer les polynomes P € C[X] tels que {z € C/P(z) =0} ={z € C/Po P(z) = 0}.

Exercice 529
Existe-t-il un polynéme P € R[X] tel que, pour tout z € Ry, P(x) = /x?

Exercice 530
Existe-t-il un polynome P € R[X] tel que, pour tout z € R, P(z) =

241

Exercice 531
Existe-t-il un polynome P € R[X] tel que, pour tout € R, P(x) = sin(x)?

Exercice 532
Existe-t-il un polynéme P € R[X] tel que, pour tout € R, P(x) = |z|?

Exercice 533
Existe-t-il un polynéme P € C[X] tel que, pour tout z € C, P(z) = |z|*?

Exercice 534
Existe-t-il un polynome P € C[X] tel que, pour tout z € C, P(z) =2z7?

Exercice 535
Soit P € C[X]. On suppose qu’il existe o« € C* tel que P(X + a) = P(X).
Montrer que P est constant.

Exercice 536

Mines-Ponts MP 2005
Déterminer les polynomes P € R[X] vérifiant :

k+1
Vk €N, / P(t)dt = k.
k
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Exercice 537
Mines-Ponts MP 2005
Déterminer les polynomes P € R[X] vérifiant :

k+1 1
Wk € N, / P(t)dt = +.
k k

Exercice 538

X MP 2021. X - ESPCI PC 2017

Soit P € Z[X]. On suppose que, pour tout n € N, P(n) est premier.
Montrer que P est constant.

Exercice 539

Soit n € N* et P € R[X] un polynome de degré n tel que, pour tout k € [0,n], P(k) =
Déterminer P(n + 1).

k-
E+1

Exercice 540 1
Soit n € N* et P € R[X] un polynome unitaire de degré n tel que, pour tout k € [1,n+ 1], P(k) = =k
Déterminer P(n + 2).

Exercice 541 1
Soit n € N* et P € R[X] un polynome de degré n tel que, pour tout k € [1,n + 1], P(k) = T
Calculer P(0).

Exercice 542
Soit P € R[X] un polynéme de degré n € N* tel que, pour tout k € [0,n], P(k) = 2*.
Déterminer P(n + 1).

Exercice 543
Mines-Ponts PC 2019
Soit n € N* et a € [—1;1]. Montrer que les racines dans C de X"*! —aX" + aX — 1 sont toutes de module 1.

Exercice 544

Mines-Ponts PC 2017

Soit n € N*, (P,Q) € (R[X])? défini par (1 +iX)" = P(X) +iQ(X).
Montrer que, pour tout (a,b) € R?, aP + bQ est scindé sur R.

Exercice 545
Mines-Ponts MP 2017
Soit (Pp)nen+ et (Qn)nen- les suites de polynomes définies par Py = X, Q1 =1 et:

Pn+l:Pn+XQn

Vn € N¥, { Qni1=—-XP,+Q,

1. Montrer que:
VneN*, iP, 4+ Q, = (1+iX)™

Pour tout 6 € R\ {g +kr/ke Z} et tout n € N*, calculer P, (tan(0)) et Q,(tan(0)).

Déterminer les degrés et les coefficients dominants de P, et de Q.
Déterminer les racines de P, et de Q).

ANl

Factoriser P, et @), comme produit de polynémes irréductibles.

Exercice 546
ESCP Question courte 2013
Soit E I’ensemble des polynomes P de C[X] vérifiant :

V(z,2') € C?, P(z7) = P(2)P(¢).

1. Déterminer les polynomes de C;[X] éléments de E.
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2. Déterminer tous les polyndémes éléments de F.

Exercice 547
Déterminer les polynoémes P € C[X] vérifiant (X — 16)P(2X) = 16(X — 1)P(X).

Exercice 548
Mines-Ponts MP 2015. Mines-Ponts PC 2009. ESCP Question courte 2015
Déterminer les polynémes P € C[X] vérifiant: (X +3)P(X) = XP(X +1).

Exercice 549
Mines-Ponts PSI 2005
Déterminer les polynémes P € R[X] vérifiant: P(0) =0 et P (X2 +1) = (P(X))? + 1.

Exercice 550
ENS PC 2016
Déterminer les polynémes P € C[X] tels que P (X?) = (P(X))>.

Exercice 551
Mines-Ponts MP 2016. Mines-Ponts PSI 2018. Mines-Ponts PC 2016. ENSEA PSI 2015
Déterminer les polynomes P € R[X] vérifiant P (X?) = P(X)P(X + 1).

Exercice 552
X - ENS PSI 2014. Mines-Ponts MP 2008. Centrale PSI 2021. CCP MP 201/
Déterminer les polynémes P € R[X], non nuls, tels que P (X?) = P(X)P(X — 1).

Exercice 553
Déterminer les polynomes P € C[X] tels que P(R) C R.

Exercice 554
Déterminer les polynémes P € C[X] tels que P(C) C R.

Exercice 555
X MP 2007. Mines-Ponts MP 2021. Mines-Ponts PC 2021
Déterminer les polynomes P € C[X] tels que P(U) CUouU={z€ C/|z| =1}.

Exercice 556
Déterminer les polynomes P € C[X] tels que P(U)CRou U= {z€ C/|z| =1}.

Exercice 557
Déterminer un polyndéme P € R[X], unitaire, divisible par X — 1 et tel que les restes des divisions de P par X — 2,
X — 3 et X — 4 soient égaux.

Exercice 558
Soit n € N* et P € C[X].
Montrer que, si P (X™) est divisible par X — 1, alors il l'est également par X™ — 1.

Exercice 559
Soit a € C et n € N, impair et non divisible par 3.
Montrer que (X +a)” — X™ — a" est divisible par X2 + aX + a? dans C[X].

Exercice 560
Pour n € N*, soit P, = (X —2)?" + (X —1)" — 1.
Montrer que, pour tout n € N*, P, est divisible par P = X2 — 3X + 2 puis déterminer le quotient @,, de P, par P.

Exercice 561
Soit a € R, P = X2 —2Xch(a) + 1 et, pour n € N*, P, = X""!sh(na) — X"sh((n + 1)a) + sh(a).
Montrer que, pour tout n € N*, P, est divisible par P puis déterminer le quotient @), de P,, par P.
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Exercice 562
Soit § € R, P = X% —2X cos(f) + 1 et, pour n € N*, P, = X"sin(#) — X sin(nf) + sin((n — 1)0).
Montrer que, pour tout n € N*, P, est divisible par P.

Exercice 563
Soit 6 € R et, pour n € N*, P, = X"l cos((n — 1)) — X" cos(nf) — X cos(f) + 1.
Montrer que, pour tout n € N*, P, est divisible par P; puis déterminer le quotient @,, de P, par P;.

Exercice 564
Putnam 1963
Déterminer a € Z tel que X2 — X + a divise X3 + X + 90.

Exercice 565
Soit n € N*. Déterminer les couples (a,b) € R? tels que X" + aX™ + b soit divisible par X2 + X + 1.

Exercice 566
Déterminer les valeurs de n € N pour lesquelles X2 + X™ + 1 est divisible par X2 + X + 1.

Exercice 567
Déterminer les valeurs de n € N pour lesquelles (X 44 1)" — X" est divisible par X% + X + 1.

Exercice 568
Déterminer les valeurs de n € N pour lesquelles X372 — X37+1 1 1 est divisible par X2 — X + 1.

Exercice 569
Déterminer les valeurs de n € N pour lesquelles (X + 1)" + X™ + 1 est divisible par X2 + X + 1.

Exercice 570
Déterminer les valeurs de n € N pour lesquelles (X + 1)” — X™ — 1 est divisible par X2 + X + 1.

Exercice 571
Montrer que, pour tout n € N*, nX"2 — (n 4+ 2)X"*! 4 (n + 2) X — n est divisible par (X — 1)3.

Exercice 572

CCP PC 2018

Pour n € N*, soit P,, = X" + X3" 4 X?" + X" + 1 € C[X].
1. Déterminer les racines de P;.

2. Déterminer les entiers n tels que P; divise P,.

Exercice 573

Pour n € N*| soit P, = X" — X3 4 X?" — X" + 1 € C[X].
1. Déterminer les racines de P;.

2. Déterminer les entiers n tels que P; divise P,.

Exercice 574
Mines-Ponts MP 2005
Soit n € N*. Calculer le reste de la division euclidienne de X™ + 3X"~! + 2 par (X — 1)%

Exercice 575
X MP 2001. CentQTale PST 2005
Soit (a,b) € (R%)”. Déterminer les entiers naturels 7 tels que X2 — (a® + b?) divise X2" — (a” + b")°.

Exercice 576
Soit n € N*. Déterminer les couples (a,b) € C? tels que P,, = a X" 34+bX 214 X241 soit divisible par X3+ X2+ X +1.
Déterminer alors le quotient.
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Exercice 577

CCP PSI 2014

Soit n € N*. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur (a,b) € R? pour que P, = a X" +bX™ + 1 soit
divisible par (X — 1)2. Déterminer alors le quotient de P, par (X — 1)2.

Exercice 578
Soit n € N, n > 2. Montrer que les racines de P = X" 4+ X + 1 sont simples.

Exercice 579
CCP PSI 2013

n Xk
SoitneN, n>2,et P, =

— k!
k=0
Montrer que P, n’a pas de racine multiple.

Exercice 580
Soit a € R* et P € R[X], scindé a racines simples.
Montrer que les racines de P2 + a? dans C sont simples.

Exercice 581
Soit (P,Q) € (C[X])%. On suppose que P et @ sont premiers entre eux.

1. Montrer que, si P? + Q? admet une racine double «, alors (P'(«))? + (Q'(«))? = 0.
2. Etudier la réciproque.

Exercice 582

1
Soit o € R et P € R[X]. Montrer que « est racine de §(X —a)(P'+ P'(a)) — P+ P(a) de multiplicité au moins 3.

Exercice 583 "
Soit n € N* et a € C. Montrer que les racines complexes du polynome [] (X — k) 4+ a sont de multiplicité au plus 2.
k=0

Exercice 584

CCP PC 2016 .
n X
Soit, pour n € N*, P, (X) = o et Qn(X) = P?(X) — P,(2X).

Montrer que 0 est racine de @,, de multiplicité n + 1.

Exercice 585
Déterminer (a,b,c) € R? pour que P = X°® + aX* + 10X3 + bX + c ait une racine quadruple.

Exercice 586
X MP 2007
Déterminer les polynémes P € C[X] tels que:

P1)=1, P@2)=2 P(1)=3, P'(2)=4, P’'(1)=5, P"(2)=6.

Exercice 587
X MP 2007
Déterminer les polynomes P € C[X] tels que P’ divise P.

Exercice 588
Soit P=X*+aX?+bX?+cX +det Q= X%+ pX + g deux polynomes a coefficients réels.
On suppose qu’il existe (r,s) € R? avec s —r > 2 tel que:

(Vz €]r,s[, P(x) <0et Q(z) <0) et (Vz €] — oo,r[U]s, + oof, P(x) > 0et Q(z) > 0).
Montrer qu’il existe zg € R tel que P(zg) < Q(z0).

Exercice 589
Factoriser X* + 1 en produit de polynomes irréductibles dans R[X].
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Exercice 590
CCP PC 2018
Factoriser X* + 4X? 4 16 en produit polynomes irréductibles dans R[X] et C[X].

Exercice 591
Factoriser X5 + 1 en produit de polynomes irréductibles dans R[X].

Exercice 592

1. Factoriser X® — 1 en produit de polynémes irréductibles dans R[X].

2 2
2. En déduire les valeurs de cos (;) et sin (;)

Exercice 593
1. Factoriser X° + 1 en produit de polynémes irréductibles dans R[X].

2. En déduire les valeurs de cos (%) et sin (%)

Exercice 594
Factoriser X% + 1 en produit de polynomes irréductibles dans R[X].

Exercice 595
Factoriser X% — 1 en produit de polynomes irréductibles dans R[X].

Exercice 596
Factoriser X6 +2X* +2X?2 + 1 en produit de polynomes irréductibles dans R[X].

Exercice 597
Factoriser X% + 3X* + 5X2 + 6 en produit de polynomes irréductibles dans R[X].

Exercice 598 .
Factoriser (1 — X?)" + 8X? en produit de polynomes irréductibles dans R[X].

Exercice 599

1. Factoriser X® + 1 en produit de polynémes irréductibles dans R[X].
2. En déduire les valeurs de cos (g) et sin (g)

Exercice 600
Factoriser X® + X% 4 1 en produit de polynomes irréductibles dans R[X].

Exercice 601

Soit § € R. Factoriser X8 — 2cos(20)X* + 1 en produit de polynomes irréductibles dans R[X].

Exercice 602
Factoriser X8 +2X6 +3X* +2X2 + 1 en produit de polynomes irréductibles dans R[X].

Exercice 603
Mines-Ponts MP 2014
Factoriser XY + X6 4+ X3 + 1 en produit de polynoémes irréductibles dans R[X].

Exercice 604 .
SoitneN,n>3, P=(X+1)(X>+1)--- (X" +1) et w=e"".
Calculer P(w).

Exercice 605
X - ESPCI PC 2016
Soit n € N, n > 2. Calculer J] (w—uw').
(w,w’)EUi
wHw’
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Exercice 606

n—1 1
Soit n € N*. Calculer > ———.
k=11—e"n"

Exercice 607
Mines-Ponts MP 2017 )
n— 1

Soit n € N, n > 2. Calculer [[ ——5-
k=11—e"n

Exercice 608
X - ESPCI PC 2008. IMT MP 2013. TPE PC 2019
2imw

Soit m € N, n > 2. On note w =e™n .
1. Montrer que:

n—1 n—1
(X —wh) =) x*
k=1 k=0
2. En déduire que:
n—1
H sin k—ﬂ -
n 27171

k=1

Exercice 609

Soit a €]0,7[. Pour tout n € N*, on pose P, = X" — 2cos(a)X" + 1.
1. Factoriser P,.

2. Montrer que:

ﬁ .o fa+2km 1 — cos(a)
sin = :

n 922n—1
k=1

Exercice 610
Soit a € R et n € N*.

1. Factoriser le polynéme P, = (X + 1)" — e%na,
2. En déduire que:

Exercice 611 _
Soit n € N*. On pose w = e’

1. Montrer que:

n—1
V(ab) € C? ] (a+wkb) =a™ - (—b)".
k=0
2. En déduire que:
n—1
Vo € R, (w% — 2w cos(0) + 1) = 2(1 — cos(nd)).
k=0

Exercice 612
Mines-Ponts MP 2017. CCP PC 2013

Soit n € N*. Calculer:
2 km L km
kl:[lcos(QTH_l) et HSIH(2n+1>.

k=1

Exercice 613
1. Soit n € N*. Factoriser P, = (X +1)" — (X — 1)™ dans C[X].
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2. En déduire:
u km 1
Vp € N*¥, cotan = )
P g (2p+1) NoTES
Exercice 614 ) )
1 .X n .X n
SoitneN, n>2et P, = — 1+1— — 1—1— .
2i 2n 2n
1. Factoriser P, dans C[X].
2. En déduire que:
n—1 kr
t — | =1
I] teon (2n>
k=1
Exercice 615
Soit n € N* et P, = (X +1i)?"H — (X —i)?n+l,
1. Factoriser P, dans C[X].
2. En déduire que:
n k 2n+1 1
<4+cotan2< il )>—3 .
P 2n+1 2(2n+1)
Exercice 616
X - ESPCI PC 2019
Soit P = X" 4+ aX + b avec a € C et b € C*. On note x1,...,z, les racines de P comptées avec leurs multiplicités.
Montrer que:
n(n—1
[T @i—2)?= (=05 (1 -n)""ta" +n"b").

1<i<j<n

Exercice 617
SoitneN,n>2 P,=X"4+X+1.
Montrer que, pour tout racine z € C de P,,, on a |z| < 2.

Exercice 618
Mines-Ponts PC 2021. Centrale PC 2013

1. Montrer que, pour tout n € N, il existe un unique polynéme P, € R[X] tel que:

. 1 1
VeeR*, P,lz+—-)=2"+—.
T zn

2. Déterminer les racines de P,.

Exercice 619
CCP PC 2016

1. Soit P = X2 +2X + 3. Montrer que les racines de P ont un module compris entre 1 et 2.

2. S0t P=ag+ a1 X+ +a, X" €eR[X]avecag 2 a; = -+ = a, > 0. On pose Q = (1 — X)P. Soit z € C tel que

Q(z)=0.

Montrer que:
n

1
ap = E (ag—1 — ak)zk + a,z" .
k=1

En déduire que, si P(z) =0, alors |z| > 1.
3. Soit P=ag+ a1 X + -+ a, X" € R[X] ot les a; sont des réels strictement positifs.
Onposer:min{ak/ke [0,n —1] 5.
Ak+1

Montrer que les racines de P sont de module supérieur ou égal a .
Indication. — Considérer P € R[X] défini par P(X) = P(rX).
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Exercice 620
Mines-Ponts MP 2005

Soit n € N*, P € C[X], P = Y apX".
k=0

1. On pose My = . ﬁnax | |ax|. Montrer que, si a,, # 0, alors, pour toute racine z de P, on a:
c[0,n—1
My
|2 <1+ —
|an|

2. On pose My = nﬁax]] |ak|. Montrer que, si ag # 0, alors, pour toute racine z de P, on a:
ke[l,n

<zl

Exercice 621

ENS PSI 2008

Soit n € N*, (ag,...,an_1) €EC" et P = X"+ a, 1 X" ' +---+ag € C[X].
Montrer que, pour toute racine z de P, on a:

n—1
|2 < max (17 Z ak|> :
k=0

Exercice 622

Mines-Ponts PC 2019

Soit n € N*, P € R,[X], unitaire de degré n.

Montrer que P est scindé sur R[X] si, et seulement si, pour tout z € C, |P(2)| > |Sm(2)|".

Exercice 623

X MP 2007

Soit P € C[X] de degré n € N*, P = R +1iS avec (R,S) € (R[X])?. On suppose que les racines de P ont une partie
imaginaire positive ou nulle.

1. Montrer que R et S sont scindés dans R[X].

2. Montrer que, pour tout (a,b) € R?, aR + bS est scindé dans R[X].

Exercice 624
Soit n € N* et P € Z[X], de degré n, tel que |P(z)| soit premier pour 2n + 1 valeurs entiéres distinctes de .
Montrer que P est irréductible dans Z[X].

Exercice 625
X MP 2017. EIVP MP 2017

Soit n € N* et ay,...,a, € Z, distincts. Montrer que le polynéme P = [] (X — ax) — 1 est irréductible dans Z[X].

k=1
Exercice 626
X MP 2017 n
Soit n € N* et ay,...,a, € Z, distincts. Etudier I'irréductibilité du polynéme P = [] (X — az) + 1 dans Z[X].

k=1

Exercice 627
X MP 2017. Mines-Ponts MP 2019

Soit n € N* et ay, ... ,a, € Z, distincts. Montrer que le polynome P = [] (X — a)? + 1 est irréductible dans Z[X].
k=1

Exercice 628

X - ESPCI PC 2016

Soit P € R[X], unitaire. On suppose que les racines de P ont toutes une partie réelle strictement négative.
Montrer que P est & coeflicients strictement positifs.
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Exercice 629

Soit P = X? +aX?+bX +c € R[X].

Montrer que toutes les racines de P ont une partie réelle strictement négative si, et seulement si, a > 0, b > 0 et
0<c<ab.

Exercice 630
X MP 2018. Mines-Ponts MP 2018. Mines-Ponts PSI 201/4. Mines-Ponts PC 201/,
Soit P € R[X]. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) pour tout x € R, P(z) € Ry;

(ii) il existe (A4,B) € (R[X])? tel que P = A? + B2

Exercice 631
X MP 2018. X - ESPCI PC 2019. Mines-Ponts MP 2015. Centrale PSI 2013
Soit P € R[X]. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) pour tout x € Ry, P(z) € Ry;

(ii) il existe (A,B) € (R[X])? tel que P = A% + X B?.

Exercice 632 - Théoréme de Gauss-Lucas
X MP 2013. X PSI 2021
1. Théoréme de Gauss-Lucas
Soit P € C[X], de degré supérieur ou égal a 2.
Montrer que les racines de P’ appartiennent a I’enveloppe convexe de I’ensemble des racines de P.
2. Applications
a) Déterminer le plus grand entier n > 2 tel que les racines non nulles de (X + 1)™ — X™ — 1 soient de module 1.

b) Soit P € C[X], non constant, et H un demi-plan de C tels que P’ admette une racine dans H.
Montrer que P(H) = C.

Exercice 633
ENS PC 2016. Centrale MP 2019
Soit (a,B) € C?, a # B, P et Q deux polyndomes non constants de C[X] tels que:

P ({a}) =Q '({a}) et PTI({B}) =Q7 ({8}
Montrer que P = Q.

Relations entre coefficients et racines

Exercice 634
Putnam 2003
Soit (a,b,c,A,B,C) € RS avec a # 0, A # 0. On suppose que :

Vr € R, |ax2—|—bx—|—c| < ‘Am2—|—Bx—|—C|.

Montrer que:
b* — dac| < |B® — 4AC].

Exercice 635
Centrale PC 2013
Soit (a,b,c) € (C*)* tel que:

a+b+c=0 et -+ -4+-=0.
a c

Montrer que |a| = |b] = |¢|.

Exercice 636 {1 1 1
Soit (a,b,c) € (C*)” tel b Oet ~ 4 -4 -=——.
oit (a,b,c) € (C*)” tel que a+b+c#0e a+b+c TThic
Montrer que, pour tout n € N, impair, on a:

1 1 1 1

o —
ar b e a4+ br 4
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Exercice 637
Centrale PSI 2005

Résoudre dans R? le systéme d’équations:

Exercice 638

Résoudre dans R3 le systéme d’équations :

Exercice 639

Résoudre dans C? le systéme d’équations:

Exercice 640

Résoudre dans R? le systéme d’équations :

Exercice 641
X - ESPCI PC 2017

Résoudre dans C? le systéme d’équations:

Exercice 642

Résoudre dans R? le systéme d’équations:

Exercice 643
1. Soit (a,b) € R? tel que:

Calculer a® + b3.
2. Soit (a,b,c) € R3 tel que:

Calculer a* 4+ b* + ¢*.

r+y+z=1
2+ +22=9
ryz = —4

T+y+z=2
224+ y?+ 22 =14
ryz = —6

r+y+z2=2

2 +y?+22=6
1 1+171
Ty z 2

a+b=1
a?+v:=2

a+b+c=1
a2+ +2=2
A+ +c3=3
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Exercice 644

Soit (a,b,c) € R3 tel que:
at+b+ec=1
a?+ b2+ =4
a®+ b0 +c* =9

Calculer a® + b8 + ¢8.

Exercice 645
Soit (a,b,c) € R? tel que:

a?+ b2+ 2 =1, ab+ bc+ ca =0, a4+ b2 + ¢ =1+ 3abe.

4
Mont b ——,0].
onrerqueace{ 27,}

Exercice 646
Déterminer (a,b) € R? pour que les polynémes P = X% + 2aX? + 4bX + a? et Q = X> + aX + b aient deux racines
réelles distinctes en commun.

Exercice 647 .
n—

Soit P € R[X], P = X"+ Y a;,X* un polynéme de degré n > 3. On suppose que a,_ = —(7{), Ap_g = (Z) et que
k=0

toutes les racines de P sont réelles.

Déterminer ag,...,a,_3.

Exercice 648

Saint-Cyr PSI 2017

Soit P = X3 + X + 1. On note a, b et ¢ les racines complexes de P.

1. Calculer a +b+c¢, a® + b> + 2 et a® + b° + 3.

2. En exploitant la division euclidienne de X* par P, calculer a* + b* + ¢*.

Exercice 649

TPE MP 2016

Soit P = X? — X + 1.

1. Montrer que P a trois racines simples a, b et c.
2. Calculer a® +b% +c2 et a” +b" + (7.

Exercice 650
Soit (a,b,c) € C3 tel que a+b+c=0.
Montrer que:
a? + b2 42 a3+b3+c3_a5—|—b5—|—c5

X =
2 3 5

Exercice 651

n—1

Soit n € N, n >2et P € R[X], P= X"+ Y axX*. On suppose que le polynéme P a n racines réelles distinctes
k=0

strictement négatives.

Montrer que a3 P(1) > 2n2ao.

Exercice 652
Déterminer (a,b,c,d) € R* tel que:

VP € Ry[X], / P(t)dt = d(P(a) + P(b) + P(c)).

-1

Exercice 653
Soit (p,q) € C2, a, b et ¢ les racines du polynoéme P avec P(X) = X3 + pX +q.
1

Caleuler—— + -
alculer .
T Ty "1+
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Exercice 654

Soit a, b, c et d les racines du polynéme P avec P(X) = X* + X + 1.

1 1 1 1
Jeul .
Caleuler ==+ 3=+ =7 + 57

Exercice 655

X - ESPCI PC 2008

Soit P= X3 +2X2 4+ X +1.

Déterminer le nombre de racines réelles de P.

On note x1,z5 et x3 les racines de P.
1 1 1 1
Déterminer xq + x9 + 23, — + — + — et '
1 ®2 3 T1—2 x2—2 1x3—2

Exercice 656
Soit n € N* et x1,...,2, les racines du polynéme P, = X" + X" ' 4+ ... + X + 1.

Montrer que:
n

1 n
Zl—xk:§'

k=1

Exercice 657
Déterminer les polynomes scindés sur R et a coefficients dans {0,1, — 1}?

Exercice 658
Soit a, b et c les racines du polynome P avec P(X) = X3 +2X2 4+ 3X + 4.
Déterminer le polynéme unitaire Q) € R3[X] dont a 4+ b, b+ ¢ et ¢+ a sont les racines.

Exercice 659
Soit (p,q,r) € R, a, b, c les racines du polynome P avec P(X) = X3 4+ aX? +bX + c.
Déterminer le polynome unitaire @ € R3[X] dont a?, b* et ¢? sont les racines.

Exercice 660

X MP 2011

Soit (p,q) € C? et a, b et c les racines du polynéme P avec P(X) = X? + pX +q.
Déterminer le polynome unitaire @ € C3[X] dont a? + b2, b? + 2 et ¢® + a® sont les racines.

Exercice 661
Centrale MP 2005 ) 3
Trouver un polynéme de degré 3 & coefficients entiers dont les racines sont tan? (g), tan? (:) et tan? (;)

En déduire la somme de ces trois termes.

Exercice 662

Centrale MP .2005

Soit a = —iV7 et P=X3+aX?2—aX —1.
1. Montrer que P(X) divise P (X?).

2. En déduire les racines de P.

Exercice 663
Déterminer A € R pour que le polynéome P(X) = 2X? +5X2 — X + X ait une racine de module 1.

Exercice 664
Soit (p,q) € C2, a, b et ¢ les racines du polynoéme P avec P(X) = X3 + pX + q.
Montrer que a? + b? = ¢® + 1 si, et seulement si, 8¢> +2p + 1 = 0.

Exercice 665
Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur (p,q) € R? pour que le polynéme P = X3 + pX + ¢ admette une
racine multiple et calculer celle-ci.
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Exercice 666
Déterminer une condition nécessaire et suffisante portant sur les coefficients d’un polyndéme unitaire de degré 3 de
C[X] pour que le carré de I'une de ses racines soit le produit des deux autres.

Exercice 667

Soit P = X3 + aX? 4+ bX + ¢ un polynéme & coefficients réels.

Donner une condition nécessaire et suffisante sur a, b et ¢ pour que les racines de P soient de parties réelles strictement
négatives.

Exercice 668
Soit n € N, n > 2, et P € R[X] défini par:

P=X"+2nX"" 1t 4+202X" 24 a, s X" 2+ -+ a1 X + ao.
Montrer que les racines de P ne peuvent pas étre toutes réelles.

Exercice 669
Soit (a,b,c) € C3. Montrer que a, b et ¢ sont en progression géométrique si, et seulement si, (ab+bec+ca)® = abe(a+b-+c)3.

Exercice 670

Soit P € C[X], de degré n > 2. Pour tout k € [0,n — 1], on note s; la somme des racines de P*) dans C comptées
avec leur multiplicité.

Montrer que Sg,...,S,—1 sont en progression arithmétique.

Exercice 671
Soit (a,b,c) € C3, a, B, v et § les racines du polynéme P avec P(X) = X%+ aX? +bX +c.
Montrer que a, 3, v et § sont en progression arithmétique si, et seulement si, b = 0 et 9a = 100c.

Exercice 672

X MP 2014

Soit Pe C[X], P=X"+a, 1 X" ' +a, 2X" 2+ -+ ap. On suppose que P est scindé dans C et que ses racines
forment une progression arithmétique de raison r € C.

Exprimer r en fonction de a,_1, a,_2 et n.

4 Equations algébriques

Exercice 673

ESCP Question courte 2008

On considére 'équation 22 + pz + q = 0 avec (p,q) € Z2. On suppose que cette équation admet une solution complexe
non réelle z telle que |z| < 1.

Montrer que |z| = 1, qu’il existe n € N tel que 2" = 1. Quelles sont les valeurs possibles de n?

5 Divers

Exercice 674
Soit (m,n) € (N*) avec 1 < m < n. Montrer que:

i(q)kkm (Z) = 0.

k=1

Exercice 675
Soit P et @@ deux polyndmes a coefficients entiers tels que:

e il existe a € Z tel que P(a) = P(a+9) = 0;
e Q(36) = 50.
Montrer que I'équation Q(P(z)) = 1 n’a pas de solution entiére.
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Exercice 676
Soit n € N* et P € R, [X].
Montrer que:

]

(k+1)! (k+1)!

k=0

Exercice 677
Soit P € C[X] tel que P(Q) C Q.
Montrer que P € Q[X].

Exercice 678
Soit n € N*, P € C[X], de degré n, tel que P(0) =1 et P(1) =0.
Montrer que:

1
sup|P(2) > 1+ 2.
z€U n

Exercice 679

Mines-Ponts MP 2013

Soit n € N*, P € R, [X] tel que P(0) =1 et P(1) =0.
Montrer que:

1
sup [P(z)| 2 /1 + —.
zelU n

" pk) (0) ke i:(_l)kp(k)(X)

k+1
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CHAPITRE VII

FRACTIONS RATIONNELLES

Exercice 680
X242X 45

XZ_3x 42" éléments simples dans R(X).

Décomposer

Exercice 681

) X241
Décomposer

(X —1)(X —2)(X —3)

en éléments simples dans R(X).

Exercice 682

Décomposer en éléments simples dans R(X).

X(X —1)2

Exercice 683
4X2+ X +4

(X —1)(X +2)?

Décomposer en éléments simples dans R(X).

Exercice 684

écomposer —— 5 en éléments simples dans .
D x 1)2 1 imples d R(X

Exercice 685
X2

Décomposer en éléments simples dans R(X).

_ 1)2
Exercice 686 X _1
Décomposer W_‘f‘l) en éléments simples dans R(X).

Exercice 687
X4 —-5X3+10X2%2-8X —1

X —1P(X —2)

Décomposer

Exercice 688

3X? —11X +1
Décomposer (X2 1 X 1;02 7 en éléments simples dans R(X).
+X+

Exercice 689

Décomposer

Yigx ™ éléments simples dans R(X).

en éléments simples dans R(X).
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Exercice 690 5

Dé -
ecomposer X3 _1

en éléments simples dans R(X).

Exercice 691
X441

DéCOmpOSQr m

en éléments simples dans R(X).

Exercice 692
X2+ X+1

X3+ X2+ X +1

Décomposer en éléments simples dans R(X).
Exercice 693

) X4 +1
Décomposer

(X+1)2(X2+1)

en éléments simples dans R(X).

Exercice 694

Décomposer 7 en éléments simples dans R(X).

X4_

Exercice 695

1
Décomposer

(X2+1)(X2+X +1)

Exercice 696
X4 —-2X34+3X -4

Décomposer 3 en éléments simples dans R(X).
X (X2+1)
Exercice 697
Dé O+ 1 éléments simples dans R(X)
écomposer —5————= en éléments simples dans .
POSEE e x —1)3 P

Exercice 698

Décomposer

~5_7 " éléments simples dans C(X) et R(X).

Exercice 699
Décomposer

X+ —x7 1 en éléments simples dans R(X).

Exercice 700
Mines-Ponts MP 2005
Soit n € N*.

1
1. Décomposer en éléments simples :

X(X+1)---(X+n)

2. En déduire que:

S (M)
P k)k+1
Exercice 701
Soit n € N*, .

1. Décomposer en éléments simples : XX 1) (X—n)

i(l)k(}j)kil -

k=0

2. En déduire que:

Exercice 702
Soit (m,n) € (N*). Décomposer

m

(X —=1)n

en éléments simples dans R(X).

n+1

en éléments simples dans R(X).
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Exercice 703

1
Soit n € N*\ {1}. Décomposer

K- 1)

en éléments simples dans C(X).

Exercice 704

Soit n € N*. Décomposer en éléments simples dans C(X) puis R(X).

1
X241

Exercice 705
Mines-Ponts PC 2013 ,

Soit P € C[X], de degré supérieur ou égal a 2. Déterminer la décomposition en éléments simples de —-.

P

Exercice 706
Soit n € N, n>2, et z1,...,2,_1 les racines de X™ — 1 distinctes de 1.
Montrer que:

Ti:l 1 n-1

=1 1-— 2k 2 ’
Exercice 707
Mines-Ponts MP 2021
Soit P € R[X], de degré n > 2, admettant n racines réelles distinctes.
1. Montrer que:

Vr € R, (P'(x))?— P(x)P"(x) > 0.
2. En déduire que, si P = Y a3 X, alors on a:
k=0
Vi€ [1n—1], ap_1ar41 < aq.

Exercice 708
Centrale MP 2005
Soit P € C[X], n = deg(P), x1 une racine simple de P, xa, ... 2, les autres racines de P (éventuellement confondues),
Y2, - - - »Yn les racines de P’.

Montrer que:

1
le—ﬂvk:iz 1= Yk

Exercice 709
Soit P € R[X] un polynome de degré n > 3 dont les racines oy < -+ < au, sont réelles.

Montrer que:
P (0‘1;”) 40 et P (O‘”l;o‘”) £ 0.

Exercice 710
Soit n € N*, (ay,...,a,) € C"™ avec aq,...,a, deux & deux distincts et P = (X —ay) -+ (X — ap).
Montrer que:
n n—1
Ak _

P'lag)

k=1

Exercice 711
Soit n € N* et P € C[X], de degré n. On suppose que P(0) # 0 et que P admet n racines simples oy, . .. ,a,.

Calculer .

1
Z OékP’(Oék).

k=1
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Exercice 712
Centrale MP 2005

Soit n € N, n > 2, et P € C[X], de degré n. On suppose que P admet n racines simples ayq, . ..

Calculer

- 1
2 P'(ay)

k=1
Exercice 713

Soit P € C[X], de degré n > 2, admettant n racines distinctes ay, . .. ,a,.
Montrer que, pour tout polynome @ € C[X], de degré n — 2, on a:

n Q(ak) B
kz::l Pilon) — 0.

Exercice 714
Mines-Ponts MP 2019. Centrale MP 2005

Soit n € N* et P € C[X], de degré n. On suppose que P admet n racines simples as, . .. ,q,.

Montrer que:
n

N(Oék) -
kz:; Piloy) =0.

Exercice 715

Soit «, 3 et 7 les racines du polynéme P = X3 —3X +1let F =
Calculer F(a) + F(B) + F(v).

X2+ 1) (X 112

Exercice 716
Soit n € N* et U,, 'ensemble des racines n-iémes de 'unité.
2

Ecrire F = Z Xw
—w

wel,

sous forme de fraction rationnelle irréductible.

Exercice 717
Soit n € N, n > 2; et U,, I’ensemble des racines n-iémes de 1'unité.

. X+w . . . .
Ecrire F' = Z sous forme de fraction rationnelle irréductible.
wel X w

Exercice 718

Soit n € N, n > 2, et U,, I’ensemble des racines n-iémes de 1'unité.

. X+1
Ecrire FF = ) 2@;)——1— sous forme de fraction rationnelle.
wel, w X =+ WX =+ 1

Exercice 719

Soit n € N*, P un polynéme de degré n a coefficients réels dont les racines sont réelles distinctes.

Montrer que les racines du polynéme Q = nPP” — (n — 1)(P’)? sont toutes complexes.

Exercice 720

1
Montrer que la fraction rationnelle F' = X n’a pas de primitive dans C(X).

Exercice 721
Mines-Ponts MP 2015. Mines-Ponts MP - MPI 2023’n

Soit n € N*, P € R[X], unitaire de degré n, et Q = [] (X — k).
k=0
) P .
1. Décomposer a en éléments simples.

|
2. Montrer qu’il existe k € [0,n] tel que |P(k)| > ;L—n
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Exercice 722
Soit P € R[X], de degré n € N*, scindé a racines simples. On note aq, ... ,a, les racines ordonnées de P et by,...,b,_1
celles de P'.

/
1. En considérant la décomposition en éléments simples de i montrer que:

n—1 n
Vi € [1,n], nH(ai*bj): H(az a;)
j=1 =1
j#i
2. En déduire que:
Vie[ln—1], a+ =Y < p gy — 20
n n
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CHAPITRE VIII

ESPACES VECTORIELS

1 Espaces vectoriels

1.1 Espaces vectoriels. Sous-espaces vectoriels

Exercice 723
Soit C' I’ensemble des fonctions de R, croissantes sur R.

1. C est-il un espace vectoriel ?
2. Montrer que A = {f €RR/3(gh) € C? f=g— h} est un R-espace vectoriel.

Exercice 724
Soit K un corps commutatif, E un K-espace vectoriel et F' un sous-espace vectoriel strict de F non réduit a {Og}.
Montrer que CpF U {0g} n’est pas un sous-espace vectoriel de E.

Exercice 725

X - ESPCI PC 2016

Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.
Montrer que F' U G est un sous-espace vectoriel de FE si, et seulement si, F C G ou G C F.

1.2 Familles de vecteurs

Exercice 726
Dans le Q-espace vectoriel R, la famille (1,\@,\/§) est-elle liée?

Exercice 727
Pour tout a € R, on note f, la fonction définie sur R par:

1 siz=a

falw) = { 0 sinon

Soit (a1, ...,an) € R", a1 < ... < a,. Montrer que la famille (fa, )ref1,n) est libre dans RR.

Exercice 728
Pour tout a € R, on note f, la fonction définie sur R par f,(x) = e%*.
Soit (a1, ...,an) € R", a1 < ... < a,. Montrer que la famille (fq, )re1,n) est libre dans RE.

Exercice 729

ENS MP 2018. Mines-Ponts MP 2021

Pour tout a € R, on note f, la fonction définie sur R par f,(x) = |z — al.

Soit (a1, ...,a,) € R", a1 < ... < a,. Montrer que la famille (fq, )re1,n) est libre dans RE.
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Exercice 730

1
Pour tout a € R, on note f, la fonction définie sur R\ {a} par f,(z) =
x

J— a/.
Soit (a1, ...,a,) € R", a1 < ... < a,. Montrer que la famille (fq, )re1,n) est libre dans RE.

Exercice 731
Mines-Ponts PC 2008

1
Soit n € N*, ay,...,a, n réels strictement positifs deux a deux distincts et, pour tout k € [1,n], fi : x —

22 +ai’
Montrer que la famille (f1,...,f,) est libre.

Exercice 732
Pour tout k € N, on note fj la fonction définie sur R par fi(z) = sin®(z).
Montrer que, pour tout n € N*, la famille (fx)re[1,,] est libre dans RE.

Exercice 733
Pour tout k € N, on note fj la fonction définie sur R par fi(z) = cos(kx).
Montrer que, pour tout n € N*, la famille (fz)xef1,5) est libre dans RE.

Exercice 734
Pour tout n € N, on pose f,(z) = cos (z™).
Montrer que la famille (f,,)nen est libre.

Exercice 735
Pour tout k& € N*, on note f;, la fonction définie sur | — 1, + oo[ par fi(z) = In(1 + kx).

Montrer que, pour tout n € N*, la famille (fx)gef1,5] est libre dans R]J:I’Jroo[.

Exercice 736
Soit n € N. Pour tout k € [0,n], on note fi la fonction définie sur R% par fi.(z) = 2# In" " ().
Montrer que la famille (fx)refo,n] est libre dans RRY .

Exercice 737
Soit f € R telle que f(R) est infini.
Montrer que la famille ("), o est libre dans R¥.

Exercice 738
Soit f € C(R,R), non constante. Montrer que (f"), oy est une famille libre de C(R,R).

Exercice 739
Soit n € N*, E un C-espace vectoriel, (eq,...,e,) une famille libre de E et aq,...,a, des nombres complexes deux a

n
deux distincts. Pour tout k& € [1,n], on pose uy = Zaf‘lei.
i=1

Montrer que la famille (ug,...,u,) est libre dans F.

Exercice 740
Mines-Ponts MP 2008

Soit K un corps commutatif, F un K-espace vectoriel, n € N*, (ejy,...,e,) une famille libre de vecteurs de FE,
n

(A, An) €K™ u = Y Agey et, pour tout k € [1,n], up = e + u.
k=1

n
Montrer que la famille (u,...,u,) est libre si, et seulement si, > \x # —1.
k=1

Exercice 741

Soit (X7,...,X,) une famille libre de M,, 1 (R).

Montrer que (XltXl, ..., X,'X,) est une famille libre de M, (R).
Etudier la réciproque.
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Exercice 742
Mines-Ponts PC 2016
Soit (X71,...,Xp) et (Y1,...,Y,) deux familles libres de M,, 1(C).

Montrer que (Xith) 1<i<p est une famille libre de M,,(C).
1<j<q

Exercice 743

Centrale PC 2005

Soit n € N*, aq,...,a, des réels distincts non nuls et, pour tout k € [1,n], Li la forme linéaire définie sur R,,_1[X]
par:

ag
VP e R,_1[X], Li(P) = / P(t)dt.
0
Montrer que (L1,...,L,) est libre.

Exercice 744
Soit K un corps commutatif, F un K-espace vectoriel et F une famille de n vecteurs de E de rang s. On extrait de F
une famille 7' de p vecteurs (p < n) de rang s’.
Montrer que:
s>=s+p—n.

Exercice 745
ENS 2001
Déterminer le sous-espace de M., (R) engendré par les matrices nilpotentes.

Exercice 746
Pour tout k € N, soit fj et g les fonctions définies sur R par fi(z) = cos(kx) et gp(x) = cosk(x).
Montrer que:

vn €N, Vect(fo,...,fn) = Vect(go, .- ,gn)-

1.3 Somme de sous-espaces vectoriels

Exercice 747
Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel, A et B deux sous-espaces vectoriels de F.
Montrer que AN B = A + B si, et seulement si, A = B.

Exercice 748
Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel, A, B et C trois sous-espaces vectoriels de F.
1. Montrer que (ANB)+(ANC) C An(B+C).
Vérifier sur un exemple que 1’égalité n’a généralement pas lieu.
2. Montrer que, si B C A, alors (ANB)+(ANC)=An(B+ ().

Exercice 749
Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel, A, B et C trois sous-espaces vectoriels de E.
1. Montrer que A+ (BNC)C (A+B)Nn(A+C).
Vérifier sur un exemple que 1’égalité n’a généralement pas lieu.
2. Montrer que, si A C B, alors A+ (BNC)=(A+B)N(A+C).

Exercice 750
Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel, A, B et C trois sous-espaces vectoriels de F.
Montrer que (ANB) + (BNC)+ (CNA)C(A+B)N(B+C)N(C+ A).

Exercice 751
Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel, A, B et C trois sous-espaces vectoriels de FE.
Montrer que A+ (BN(A+C))=(A+B)N(A+C).

Exercice 752
Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel, A, B et C' trois sous-espaces vectoriels de F.
Montrer que AN(B+ (ANC))=(ANB)+ (ANC).
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Exercice 753

Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel, A, B et C trois sous-espaces vectoriels de F.
On suppose que ANC CcB,CCcCA+Bet BcCC.

Montrer que B = C.

Exercice 754

Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel, A, B et C trois sous-espaces vectoriels de F.
On suppose que ANB=ANC, A+ B=A+Cet BCC.

Montrer que B = C.

Exercice 755
Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel, A, B et C trois sous-espaces vectoriels de FE.
Montrer que, si ANB=A+Cet ANC=A+ B, alors A=B=C.

Exercice 756
Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel, A, B, C et D des sous-espaces vectoriels de FE.
Montrer que (ANC)+ (BNC)+(AND)+ (BND)cC (A+B)n(C+ D).

Exercice 757
Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel, A, B, C et D des sous-espaces vectoriels de FE.
Montrer que (ANB)+(CND)C(A+C)N(B+C)N(A+D)N(B+ D).

Exercice 758
Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel, A, B, C et D des sous-espaces vectoriels de FE.
Montrer que, si ANB=CND,alors (A+(BNC))N(A+ (BND))=A.

Exercice 759

Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel, A et B deux sous-espaces vectoriels de F et C' un supplémentaire
de AN B dans B.

Montrer que A+ B=A® C.

Exercice 760

Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel, A, B et C' trois sous-espaces vectoriels de E tels que A C C et
A®B=F.

Montrer que A@ (BNC) =C.

Exercice 761

Soit K un corps commutatif, F un K-espace vectoriel, A et B deux sous-espaces vectoriels de E, A" (respectivement
B’) un supplémentaire de AN B dans A (resp. dans B).

Montrer que A+ B=(ANB)® A’ ¢ B'.

Exercice 762

Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel, A, B, C et D des sous-espaces vectoriels de E.

Montrer que la somme A+ B+C+ D est directe si, et seulement si, (A+B)N(C+D) = {0g}, (A+C)N(B+D) = {0g}
et (A+D)N(B+C)={0g}.

Exercice 763

Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel, n € N*,, FY,... F,,G1,...,G, des sous-espaces vectoriels de F
n n
tels que @ Fi = @ Gy et, pour tout k € [1,n], Fx C Gy.
k=1 k=1

Montrer que, pour tout k € [1,n], Fx, = Gk.

Exercice 764 )
Soit E = C°([0;1],R), F I'ensemble des fonctions constantes de E et G = {f €EE/ / f()dt = O}.
0

Montrer que F' et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans F.

Exercice 765
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Soit F et G les sous-ensembles de RY définis par:
F = {(un)nen € RY /¥n € N,ugpi1 = usn } et G = {(un)nen € RN /V¥n € N, ug,q =0} .

Montrer que F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans RY

Exercice 766

Soit F = {P e R[X]/3Q e RIX],P(X)=(1-X)Q (X?)},G1 ={PeR[X]/IQ e RIX],P(X) =Q (X?)} et G5 =
{P € R[X]/3Q € R[X], P(X) = XQ (X?)}.

Montrer que F, G; et G5 sont trois sous-espaces vectoriels de R[X] puis que F & G1 = F @ Gy = R[X].

Exercice 767
Soit A un ensemble non vide et £ = RA. Pour tout X € P(A), on note Nx = {f € E/Vz € X f(z) = 0}.
1. Vérifier que, pour tout X € P(A), Nx est un sous-espace vectoriel de E.
2. Soit (X,Y) € (P(A))2. Montrer que:
a) Nx+ Ny =FE< XNY =g;
b) NXmNy:{OE}<:>XUY:A;
C) NxéBNY:E<:>Y=A\X.

2 Espaces vectoriels de dimension finie

Exercice 768
Soit n € N*, dy,...,d, n nombres complexes deux & deux distincts et D = diag(dy,...,d,).
Montrer que (In,D, . ,D”’l) est une base de l'espace vectoriel D,,(C) des matrices diagonales de M,,(C).

Exercice 769
Soit n € N*. Montrer que M,,(R) admet une base constituée de matrices de projecteurs.

Exercice 770
Soit K un corps commutatif de caractéristique nulle et P € K[X] \ {Og[x)}, de degré n € N*.
Montrer que (P,P’7 .. 7P(")) est une base de K, [X].

Exercice 771

X - ESPCI PC 2008

Soit (Pl,PQ,Pg,P4) S (Rg[X])4

1. On suppose que, pour tout k € [1,4], Py(1) = 0.
La famille (Py,P5,Ps,Py) est-elle lige?

2. On suppose que, pour tout k € [1,4], Px(0) = 1.
La famille (P;,Ps,P5,Py) est-elle liee?

Exercice 772
Soit n € N et (a,b) € R?, a # b.

Montrer que la famille ((X — a)F(X — b)"F) est une base de R, [X].

ke[0,n]
Exercice 773

Soit n € N* et, pour tout k € [0,n], P = X*(1 — X)"~F.

1. Montrer que la famille (Py,...,P,) est une base de R, [X].

n

d
2. D la dé ition de P =
onner la décomposition de o

(X™(1 — X)™) dans cette base.

> (1) - ()

3. En déduire que:

Exercice 774
Centrale PSI 2016

Soit n € N. Pour tout k € [0,n], on pose Py, = (n

k)xku — X))k,
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1. Montrer que (Py)ogk<n €st une base de R, [X].

2. Calculer Z kP et Z k2 Py.
k=0 k=0 _
3. Pour j € [0,n], exprimer X7 dans la base (Py)o<k<n-

Exercice 775

Mines-Ponts PSI 2017

Soit n € N, ayg, . ..,a, des nombres complexes deux & deux distincts.
Montrer que ((X — ag)™,...,(X —an)™) est une base de C,,[X].

Exercice 776

Mines-Ponts PSI 2018

Soit n € N, ag, . ..,a, des nombres complexes deux & deux distincts et P € C[X], de degré n.
Montrer que (P(X + ao),...,P(X + ay)) est une base de C,[X].

Exercice 777

X - ESPCI PC 2017

Soit K un corps commutatif, F un K-espace vectoriel de dimension n € N* et B = (eq,...,e,) une base de F.
La famille F = {e; —e; /1 < i < j < n} est-elle génératrice de E'7

Exercice 778
Soit K un corps commutatif, F un K-espace vectoriel de dimension finie n € N* et B = (eq,...,e,) une base de F.
On pose:

Ve [lm—1], fe=ex+ext1 et fn=e,+er.

B = (f1,...,fn) est-elle une base de E?

Exercice 779
Soit K un corps commutatif, F un K-espace vectoriel de dimension n € N* et B = (eq,...,e,) une base de E.
On pose:

Vke[ln], fr=e1+ - +ex_1+ker+err1+ -+ en.

1. Montrer que B’ = (f1,...,fn) est une base de E.

n
2. Soit x = Y xre, € E. Déterminer les coordonnées de x dans la base B'.
k=1

Exercice 780
Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel de dimension n € N* et B = (eq,...,e,) une base de E.
On pose:

k
Vk e [1,n], fr= Zei.
i=1

1. Montrer que B’ = (f1,...,fn) est une base de E.
n
2. Soit x = Y xre € E. Déterminer les coordonnées de x dans la base B'.

k=1

Exercice 781
Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel de dimension finie, F' et G deux sous-espaces vectoriels de F.

Montrer que:
(dim(F 4+ G))? + (dim(F N G))? > (dim(F))? + (dim(G))?.

Etudier le cas d’égalité.

Exercice 782
Soit K un corps commutatif de caractéristique nulle, n € N\ {0;1}, F; le sous-espace vectoriel de K" engendré par

(1,...1) et H = {(xl,...,acn) K"/ élxk :o}.

Montrer que H est un sous-espace vectoriel de K™ puis que H & F; = K".
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Exercice 783

HEC ECS Exercice sans préparation 2013

Soit E = R3[X] lespace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a 3.

Onpose: F={Pe€ E/P(0)=P(1)=P(2)=0},G={PcE/P(1)=P(2)=P3B3)=0tet H={Pc E/P(X)=
P(-X)}.

Montrer que E=F &G & H.

Exercice 784
Soit n € N*, ag, .. .,a, des réels deux a deux distintes. Pour tout k € [0,n], on note:

Fi = {P € R,[X] /Vi € [0.n] \ {k}, P(a;) = 0}.

Montrer que:

Exercice 785

Soit n € N, n > 2, K un corps commutatif infini, £ un K-espace vectoriel de dimension n et F' un sous-espace vectoriel
de F, distinct de {Og} et E, et G un supplémentaire de F.

Soit By = (f1,...,fp) une base de F, Bg = (g1, ...,94) une base de G et a € F'\ {0g}.

1. Montrer que (fi,...,fp.91 + @, ...,9q + a) est une base de E.

2. En déduire que Vect(g1 +a,...,9q + a) est un supplémentaire de F, distinct de G.

3. Montrer que F' admet une infinité de supplémentaires.

Exercice 786

X MP 2013. Mines-Ponts PSI 2016. Mines-Ponts PC 2016. TPE PC 2009

Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel de dimension finie, F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.
Montrer que F et G admettent un supplémentaire commun si, et seulement si, dim(F') = dim(G).

Exercice 787

ESCP Question courte 2003

Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel de dimension finie n € N (n > 2), H; et Hy deux hyperplans
distincts de F.

Déterminer dim(H; N Hy).
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CHAPITRE IX

APPLICATIONS LINEAIRES

1 Applications linéaires. Noyau. Image

Exercice 788
Soit K un corps commutatif, F, F' et G des K-espaces vectoriels, g : FF — G une application et f € L(E,F) surjective.
Montrer que, si g o f est linéaire, alors g est linéaire.

Exercice 789
Soit K un corps commutatif, F et F' deux K-espaces vectoriels, f € L(E,F) et ¢ 'application définie par:

.{ExF — EXF
P @y o (zy - f2)

Montrer que f est un automorphisme de E x F.

Exercice 790
Soit K un corps commutatif, F1, Fo, F1 et Fy des K-espaces vectoriels, f1 € L(E1,F1) et fo € L(Es,F).
On note f1 x fy Papplication définie par:

] Eix By — B x
Jix fa: { (x1,22)  —  (fi(z1),fa(22)

1. Montrer que fi; X fo est linéaire.
2. Montrer que f1 X fo est injective si, et seulement si, f; et fs le sont.
3. Montrer que f1 X fy est surjective si, et seulement si, fi et fo le sont.

Exercice 791
C étant muni de sa structure de R-espace vectoriel, soit a € C* et f 'application définie par:

f.(C—><C
1 z — z+az

1. Montrer que f est linéaire.
2. Déterminer Ker(f) et Im(f).

Exercice 792
Soit E = C(R,R). Pour tout f € E, on note ¢(f) la fonction définie sur R par ¢(f) : x — xf(x).
Montrer que ¢ est un endomorphisme de E dont on déterminera le noyau et 'image.

Exercice 793
CCP PSI 2014
Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel et f € L(FE). On suppose que, pour tout € F, la famille
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(z,f(x)) est liée.

Montrer que f est une homothétie vectorielle, c’est-a-dire qu’il existe A € K tel que f = Adg.

Exercice 794

Soit K un corps commutatif, E et F' deux K-espaces vectoriels et (f,
On suppose que, pour tout x € E, il existe A\, € K tel que g(z) = A,
Montrer qu’il existe A € K tel que g = \f.

9
f ().

Exercice 795
CCP PC 2009
Soit K un corps commutatif, F un K-espace vectoriel et f € L(E).
1. On suppose que f o f = Oz (g).
Montrer que f + Idg est bijective.

2. On suppose qu'il existe p € N, p > 2, tel que f? = 0, (p).
Montrer que f + Idg est bijective

Exercice 796
Soit K un corps commutatif, F et F' deux K-espaces vectoriels et (f,g) €
Montrer que:

a) Ker(f)NKer(g) C Ker(f + g);
b) Im(f +g) C Im(f) + Im(g).

Exercice 797

Soit K un corps commutatif, E, F' et G trois K-espaces vectoriels, f € L(E,F) et g € L(F,G).

Montrer que:
a) Ker(go f) = f~!(Ker(g));
b) Ker(f) C Ker(go f);
c) Im(g o f) = g(Im(f));
d) Im(go f) C Im(g).

Exercice 798

Soit K un corps commutatif, F, F' et G trois K-espaces vectoriels, f € L(E,F) et g € L(F,G).

Montrer que:

a) f(Ker(go f)) = Ker(g) NIm(f);

b) g~ (Im(g o f)) = Ker(g) + Im(f).

Exercice 799

Soit K un corps commutatif, F un K-espace vectoriel et f € L(E).

Montrer que Ker(f) NIm(f) = f (Ker (fQ)).

Exercice 800

Soit K un corps commutatif, F un K-espace vectoriel et (f,g,h) € (L(E))? tels que:

fog=h, goh=f hof=

1. Montrer que f, g et h ont le méme noyau et la méme image.
2. Montrer que f° = f.

3. Montrer que:
E =Ker(f) @ Im(f).

Exercice 801

) € (L(E,F)).

Soit K un corps commutatif, E, F', G et H des K-espaces vectoriels, f € L(E,F), g € L(F,G) et h € L(G,H).

a) Montrer que, si Ker(h o g) = Ker(g), alors Ker(hogo f) = Ker(go f).

b) Montrer que, si Im(g o f) = Im(g), alors Im(hogo f) = Im(h o g).
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Exercice 802
Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel et (f,g) € (L(E))? tel que fog=go f.
Montrer que, si Ker(f) + Ker(g) = E ou Im(f) NIm(g) = {Og}, alors fog=go f=0,(p).

Exercice 803

CCP PSI 2005. IMT PSI 2017. CCINP PC 2019

Soit K un corps commutatif, E, F' et G des K-espaces vectoriels, f € L(E,F) et g € L(F,G).
1. Montrer que Ker(g o f) = Ker(f) si, et seulement si, Ker(g) NIm(f) = {0r}.

2. Montrer que Im(g o f) = Im(g) si, et seulement si, Ker(g) + Im(f) = F.

Exercice 804

Soit E et F' deux espaces vectoriels, f € L(E,F), Eq et Ey deux sous-espaces vectoriels de E.

1. Montrer que f(E1 + E3) = f(E1) + f(E2).

2. Montrer que, si f est injective et la somme E; + Eso est directe, alors f(Ey @ Eq) = f(E1) @ f(E2).

Exercice 805

Mines Ponts PC 2016

Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel et (u,v) € (L(E))? avec uov = v owu. On suppose que

Ker(u) NKer(v) = {0}.

1. Pour (a,b) € K2 tel que a # b, montrer que Ker(u — av) N Ker(u — bv) = {0}.

2. Soit aq,...,a, des scalaires deux a deux distincts. Montrer que la somme des sous-espaces vectoriels Ker(u — axv)
pour k € [1,n] est directe.

Exercice 806
Soit K un corps commutatif, E, F et G des K-espaces vectoriels, f € L(E,F), g € L(F,G), h € L(G,F) et k € L(F,E)
tels que:

f=hogof et g=gofok

Montrer que Ker(g) et Im(f) sont supplémentaire dans F.

Exercice 807

CCINP PC 2019

Soit F un espace vectoriel et f : E — R une application linéaire surjective.

1. Montrer qu’il existe 29 € F tel que E = Ker(f) & Vect(xy).

2. Soit ¢ € L(E). Montrer qu’il existe A € K tel que f o p = Af si, et seulement si, Ker(f) est stable par .

Exercice 808

Centrale PC 201/

Soit K un corps commutatif, E, F' et G des K-espaces vectoriels, f € L(E,F) et g € L(F,G).

Montrer que g o f est un isomorphisme de E sur G si, et seulement si, f est injective, g est surjective et F =
Ker(g) & Im(f).

Exercice 809
Soit E un K-espace vectoriel et (f,g) € (L(E))? tel que fog=Idg.
1. Montrer que:

Ker(f) =Ker(go f) et Im(g) =Im(go f).

2. Montrer que:
E = Ker(f) & Im(g).

Exercice 810

Mines-Ponts PSI 201/

Soit K un corps commutatif, F et F' deux K-espaces vectoriels, u € L(E,F) et v € L(F,E) telles que vou € GL(E).
Montrer que Im(u) ® Ker(v) = F.

Exercice 811
IMT PC 2016
Soit K un corps commutatif, E un K-espace vectoriel, f et g deux endomorphismes de FE tels que fogo f = f et

gofog=y.
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1. Montrer que Im(f) et Ker(g) sont supplémentaires dans E.
2. Justifier que f(Im(g)) = Im(f).

Exercice 812
CCINP PSI 2019

Soit E un espace vectoriel et u € L(E). On suppose que 0 est racine simple d’un polyndéme annulateur de w.

1. Montrer que Ker(u) = Ker (u?).
2. Montrer que, si u est nilpotent, alors u est nul.

Exercice 813
Soit E un K-espace vectoriel et (f,g) € (L(E))? tel que go fog= fet fogo f=g.
1. Montrer que:

Ker(f) = Ker(g) et Im(f) = Im(g).

2. Montrer que:
E =Ker(f) ® Im(g).

Exercice 814
X MP 2013

Soit K un corps commutatif, E un K-espace vectoriel et f € L(E) tel que Im (f?) = Ker (f?).

Montrer que Im(f) = Ker (f4).

Exercice 815

ICNA MP 2016

Soit E un R-espace vectoriel et f € L(E) tel que f3 = Idg.

1. Montrer que E = Ker(f — Idg) @ Im(f — Idg).

2. Montrer que Ker(f —Idg) =Im (f%+ f +1dg) et Ker (f2 + f +1dg) = Im(f — Idg).

Exercice 816

Mines-Ponts PC 2018

Soit E un R-espace vectoriel et f € L(E) tel que f* — f2 + f —Idg = Oz (g).
Montrer que Ker(f —Idg) @ Ker (2 +1dg) = E.

Exercice 817
Soit E un K-espace vectoriel et f € L(E) tel que f3 = f.
Montrer que E = Ker(f) & Ker(f — Idg) @ Ker(f + Idg).

Exercice 818

CCP PSI 2009

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f € L(E) tel que f4 + f = Oz(m)-
Montrer que E = Ker(f) @ Im(f).

Exercice 819
X MP 2020
Soit E un espace vectoriel et (f,g) € (L(F))2.
On suppose que f2? = ¢g? = Idg.
Montrer que:
Ker(fog—go f) = Ker(f — g) & Ker(f +g).

Exercice 820

Mines-Ponts MP 2021

Soit E=C*R,C)et D: fe E+— f' € E.
Existe-t-il T € L(F) tel que ToT = D?
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2 Projecteurs

Exercice 821

Soit B € K[X], non nul. Pour tout A € K[X], on note g(A) et r(A) le quotient et le reste de la division euclidienne de
A par B.

1. Montrer que ¢ et r sont des applications linéaires.

2. Déterminer le noyau et 'image de q et 7.

3. Montrer que r est un projecteur.

Exercice 822
Soit K un corps commutatif, A € K\ {0;1}, E un K-espace vectoriel et p un projecteur de E.
Montrer que p — AIdg est un automorphisme de E.

Exercice 823

CCP PC 2018

Soit E un R-espace vectoriel, p € L(E) un projecteur tel que p # Oz gy et p # Idg, a € Ret f = p + aldg.
1. Exprimer f o f en fonction de f et Idg.

2. Pour quelles valeurs de « f est-elle bijective? Exprimer alors f 1.

Exercice 824
Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel, (a,b) € K? tel que a # b et f € L(E) tel que (f —aldg) o (f —
bldg) = 0.

1. Montrer qu’il existe (\,u) € K2 et des projecteurs p et ¢ de E tels que:
p=Af—bldg), qg=p(f —aldg) et f=ap+bq.

2. Pour tout n € N*, calculer f™ en fonction de a, b, p et q.

Exercice 825
Soit K un cors commutatif, £ un K-espace vectoriel, p et g deux projecteurs de F tels que pog=gqop=0.
Vérifier que les applications 7, et 7, définies par:

f L(BE) — L(B) f L(BE) — L(B)
7”'{ f o~ pofop “2'{ f — qofogq

sont des projecteurs de L(E) et que m o my = m 0w = 0.

Exercice 826
Soit F un K-espace vectoriel, p et ¢ deux projecteurs de F, distincts et non nuls.
Montrer que la famille (p,q) est libre dans L£(FE).

Exercice 827
X - ESPCI PC 2016. Mines-Ponts PC 2021
Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel de dimension finie, p et ¢ deux projecteurs de E tels que

bpog=gqop.
Montrer que p o g est un projecteur dont on déterminera le noyau et 'image.

Exercice 828
Soit F un R-espace vectoriel, f et g deux endomorphismes de F tels que fog = Idg.

1. Montrer que Ker(g o f) = Ker(f) et Im(g o f) = Im(g).
2. Montrer que E = Ker(f) @ Im(g).

3. Dans quel cas peut-on conclure que g = f~1?

4. Caractériser g o f.

Exercice 829

CCP PC 2009

Soit E un espace vectoriel, (f,g) € (L(E))?.

Montrer que fog = f et go f = g si, et seulement si, f et g sont des projecteurs et Ker(f) = Ker(g).
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Exercice 830

Mines-Ponts MP 2021

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie, (p,q,r) € (£(E))3. On suppose que p, q, 7 et p + /2q + +/3r sont des
projecteurs.

Montrer que ¢ =71 = O (g)-

Exercice 831
Soit E' un K-espace vectoriel, p et ¢ deux projecteurs de E tels que Im(p) = Im(q).

1. Montrer que poqg=gqet gop=p.
2. Soit A e Ket op=Ap+ (1 —A)g.
Montrer que ¢ est un projecteur dont on déterminera 'image.

Exercice 832
X PC 2001
Soit K un corps commutatif de caractéristique différente de 2, F un K-espace vectoriel, p et ¢ deux projecteurs de E.

1. Montrer que p + ¢ est un projecteur si, et seulement si, pog=gop =0.
2. Montrer qu’on a alors:

Ker(p + q) = Ker(p) N Ker(q) et Im(p + ¢) = Im(p) ® Im(q).

Exercice 833
Soit K un corps commutatif de caractéristique non nulle, ' un K-espace vectoriel et py,...,p, des projecteurs de E.
Montre que p; + - - - + py, est un projecteur de E si, et seulement si, pour tout (4,j) € [1,n]? avec i # j, p; op; = 0.

Exercice 834
Soit K un corps commutatif de caractéristique différente de 2, F un K-espace vectoriel, p et ¢ deux projecteurs de E.

1. Montrer que p — ¢ est un projecteur si, et seulement si, pog=qgop =gq.
2. Montrer qu’on a alors:

Ker(p —q) = Ker(p) @Im(q) et  Im(p—q) = Im(p) N Ker(g).

Exercice 835

Mines-Ponts PC 2019. CCP PSI 2014

Soit K un corps commutatif, F un K-espace vectoriel, p un projecteur de E et f € L(E).
Montrer que po f = f o p si, et seulement si, Ker(p) et Im(p) sont stables par f.

Exercice 836
Soit K un corps commutatif, F un K-espace vectoriel et f € L(E).
Montrer qu’il existe deux projecteurs p et ¢ tels que f = p — g et Im(p) = Im(q) si, et seulement si, f2 = 0.

Exercice 837

Mines-Ponts PSI 2015. IMT PSI 2016

Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel et (p,q) € (L(E))2.

Montrer que po g =p et gop = ¢ si, et seulement si, p et ¢ sont des projecteurs et Ker(p) = Ker(q).

Exercice 838

Soit K un corps commutatif, ' un K-espace vectoriel, p et ¢ deux projecteurs de F.
Montrer que:

a) poq=p <= Ker(q) C Ker(p);

b) gop=p <= Im(p) C Im(q).

Exercice 839

Soit K un corps commutatif, E un K-espace vectoriel, p et ¢ deux projecteurs de E. On suppose qu’il existe a € K\{0; 1}
tel que pog = aqop.

Montrer que pog=qop=0.
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Exercice 840
Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel, p et ¢ deux projecteurs de E tels que Im(p) = Im(q) et pog = gop.
Montrer que p = g.

Exercice 841
X MP 2005
Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie n € N*, ¢ € N* et u € L(FE) tel que u? = Idg.

Montrer que:
q

dim(Ker(u — Idg)) = 3 St (uh).
k=1

Exercice 842

Soit K un corps commutatif de caractéristique différente de 2, F un K-espace vectoriel, F', G, L et M des sous-espaces
vectoriels de F tels que F®& G =L & M = E, pr (respectivement pyr) le projecteur sur F' (resp. sur L) parallélement
a G (resp. M).

Montrer que pr + pr est un projecteur si, et seulement si, F C M et L C G.

Exercice 843

CCINP MP 2022

Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel, p et ¢ deux projecteurs de E tels que po g = 0.
Montrer que r = p 4+ ¢ — g o p est un projecteur de noyau Ker(p) N Ker(q) et d’image Im(p) ® Im(q).

Exercice 844

Soit K un corps commutatif de caractéristique différente de 2, ' un K-espace vectoriel, p et ¢ deux projecteurs de F
tels que po g # qop et qu’il existe (a,3) € K2 tel que poq—qop=ap+ Bq.

1. Montrer qu’il existe (\,u) € K2 tel que pog+qop= \p+ ugq.

2. En déduire qu’il existe (a,b,c,d) € K* tel que poq=ap+bqg et gop = cp + dgq.

3. Quelles sont les seules valeurs possibles de (a,3)?

Exercice 845
Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel, P ’ensemble des projecteurs de E et < la relation définie dans
P par:
PSg<<=poq—qop=p.

1. Vérifier que < est une relation d’ordre dans P.
2. Soit (p,q) € P? tel que pog=gqop.

Montrer que {p,q} admet, dans (P, <), une borne inférieure et une borne supérieure que l'on calculera.

En les notant p A g et p V g, montrer que:

Im(pAg) =Im(p) NIm(g) et Im(pVg) =Im(p)+ Im(q).

Exercice 846
Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel, p et ¢ deux projecteurs de F.

1. On note [p,g] =pog—qonp.
Montrer que p o ¢ est un projecteur si, et seulement si, [p,q](Im(q)) C Ker(p).
Montrer qu’on a alors:

Im(p o q) = Im(p) N (Im(g) + (Ker(p) N Ker(q)))
Ker(p o q) = Ker(q) + (Ker(p) N (Im(p) 4 Im(q))).

2. En déduire que, si p et ¢ sont deux projecteurs qui commutent, alors p o ¢ est un projecteur et :

Im(p o ¢) = Im(p) N Im(q) et Ker(p o q) = Ker(p) + Ker(q).

Exercice 847
Soit K un corps commutatif, E un K-espace vectoriel et (f,g) € (L(E))2.
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1. Montrer que les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

a) fogé€GL(E);

b) f est surjective, g est injective et E = Ker(f) & Im(g);

c) f est surjective, g est injective, Im(go f) =Im(go fogo f) et Ker(go f) =Ker(go fogo f).
2. On suppose que f est surjective, g est injective et que p = g o f est un projecteur.

Que peut-on dire de fog, poqget fop?

Comparer Im(p) et Im(g), Ker(p) et Ker(f).

3 Applications linéaires en dimension finie

Exercice 848
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et (f,g) € (L(E))?.
Montrer que, si f o g est un projecteur, alors rg(f o g) <rg(go f).

Exercice 849
CCINP PC 2021
On considére I’ensemble :
E = {(un)nen € CN/Vn € N tpys = Ungo + U}
1. Montrer que E est un C-espace vectoriel.
2. Soit P(X) = X3 — X% — 1.
a) Montrer que P admet une unique racine réelle a.
Indication. — Faire une étude de fonction.
b) Montrer qu’il existe z € C\ R tel que P(X) = (X — a)(X — 2)(X — 2).
3. a) Soit ¢ lapplication définie par:
. E — C3
7 { (Un)nen > (uo,u1,u2)
Montrer que ¢ est un isomorphisme.
Quelle est la dimension de E7?

b) Déterminer les suites géométriques qui appartiennent a FE.
En déduire une base de E.

4. On dit qu’une partie S de {1,2,...,n} est spéciale si, pour tout k € S, k + 1 et k 4+ 2 n’appartiennent pas a S. On
note s, le nombre de parties spéciales de {1,2,...,n}. On convient que sy = 1.
Calculer s1, so et s3.
Montrer que la suite (s, )nen appartient a E.

Exercice 850
Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel de dimension finie et (f,g) € (£(E))? tel que:

2= fog+2f—1Idg = 0gp).

Montrer que fog=go f.

Exercice 851
Soit K un corps commutatif, F un K-espace vectoriel de dimension finie et (f,g) € (L(E))? tel que f +g= fog.
Montrer que fog=go f.

Exercice 852
Soit K un corps commutatif, F un K-espace vectoriel de dimension finie et f € L(E).

1. Montrer que, si f ¢ GL(E), alors il existe P € K[X] tel que f o P(f) = 0z (g).
2. Montrer que, si f € GL(FE), alors il existe P € K[X] tel que f~! = P(f).

Exercice 853

CCP PC 2016

Soit E un R-espace vectoriel de dimension 4, k € R* et f € L(FE) tel que f2 = —k%Idg.
1. Montrer que f ne posséde pas de valeur propre réelle.

2. Soit a € E'\ {Og}. Montrer que (a,f(a)) est libre.
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3. Soit (a,b) € E? avec b ¢ Vect(a,f(a)). Montrer que (a,f(a),b,f(b)) est une base de E.
Déterminer la matrice de f dans cette base.

Exercice 854
Mines-Ponts PC 2019
Soit £ un R-espace vectoriel non réduit a {0g} et f € L(E) tel que f2 + f = 0z(p).
1. Montrer que Ker(f) ® Im(f) = E.
2. Montrer que f est un automorphisme de E si, et seulement si, f2 +Idg = Ozmy-
On suppose dans la suite que f? +Idg = Oz(p).
3. Soit a € E'\ {0g}. Montrer que la famille (a,f(a)) est libre.
4. Soit (a,b) € E?. On suppose que la famille (a,f(a),b) est libre.
Montrer que la famille (a,f(a),b,f (b)) est libre.

5. Si FE est de dimension finie, que peut-on dire de sa dimension?

Exercice 855
X ESPCI PC 2011
Soit K un corps commutatif, F un K-espace vectoriel de dimension n € N* et f € L(F).
On suppose qu’il existe zg € E tel que (f(:vo),f2 (o), .- ,f"(a:o)) soit une base de E.
1. Montrer que f est un isomorphisme.
2. Soit g € L(E) tel que go f = fog.
Montrer que g un polynoéme en f.

Exercice 856
Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel de dimension 3 et f € L(FE), nilpotent d’indice 3, c’est-a-dire tel

que f2 = 0g(p) et f2# Ozep)-

Montrer que:
Ker (f2) =TIm(f), Im (f2) =Ker(f), rg(f)=2, rg (f2) =1.

Exercice 857
Soit n € N*, K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel de dimension n et f € L(E). Montrer que les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) Ker(f) = Im(f);
(i) f? = Oz(p) et n = 2rg(f);
(iii) f2 =0g(p) et il existe g € L(E) telle que fog+go f=1dg.

Exercice 858

Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel et f € L(F) tel que rg(f) = 1.

1. Montrer qu’il existe A € K, unique, tel que f2 = \f.

2. Montrer que, si E est de dimension finie et A\ # 1, alors f — Aldg est un automorphisme.

Exercice 859

CCP PSI 2006

Soit n € N, n > 2, et f: R,[X] — Ry[X] définie par f(P) = P(1)X + P(0) (X2 — 4).
Montrer que I'application f est linéaire puis déterminer dim(Ker(f)) et rg(f).

Exercice 860
Soit a1, ...,an+1 n+ 1 réels deux a deux distincts et f 'application définie par:

f'{ R,[X] — R+
) P — (P(al)a"'7p(an+1))'

Montrer que f est un isomorphisme.

Exercice 861

Mines-Ponts PC 2016

Soit n € N. On considére n+1 nombres complexes distincts zo, . . . ,,, €t 2n+2 nombres complexes Yo, - . - ,Yn,Yos - - - Y-
Montrer qu'il existe un unique polynéme P € Cs,,11[X] tel que, pour tout k € [0,n], P(x) =y et P'(zx) = yj,-
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Exercice 862
CCP MP 2005. TPE PC 2019
Soit n € N*, E =R, [X] et f € L(E) définie par:

VPeE, f(P)=P-P.
Montrer que f est un automorphisme et déterminer son automorphisme réciproque.

Exercice 863
X - ESPCI PC 2016. Mines-Ponts MP 2013
Soit @ € R[X]. Montrer qu'il existe P € R[X], unique, tel que P(0) =0et Q = P(X + 1) — P(X).

Exercice 864

X - ESPCI PC 2016

Soit E={P eR[X]/P(0)=P(0)=0}etp: PEE+— P(X+1)—2P(X)+ P(X —1).
Montrer que ¢ est un isomorphisme de E sur R[X].

Exercice 865
Soit K un corps commutatif, E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*, f € L(FE) et 29 € E tel que

(f(x0),...,f™(xg)) soit libre.
Montrer que (J;o,f(xo), .. ,f”_l(xo)) est une base de E et que f est un automorphisme de E.

Exercice 866

ENSEA PSI 2014

Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel de dimension finie, F' et G deux sous-espaces vectoriels supplé-
mentaires de F et f € L(F).

Montrer que f est un automorphisme de FE si, et seulement si, f(F') et f(G) sont supplémentaires dans E.

Exercice 867

X - ESPCI PC 2017

Soit K un corps commutatif, F, F' et G des K-espaces vectoriels de dimensions finies.

1. Soit f € L(E,F) et g € L(E,G). Montrer que Ker(g) C Ker(f) si, et seulement s'il existe h € L(G,F) telle que
f=hoy.

2. Soit f € L(F,E) et g € L(G,E). Montrer que Im(f) C Im(g) si, et seulement §’il existe h € L(F,G) telle que
f=goh.

Exercice 868
Mines-Ponts MP 2019. Mines-Ponts PC 2021
Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel de dimension finie n € N* et f € L(E) tel que f3 = 0z(g).

1. Montrer que:
rg(f) +rg (f2) < n.

2. Montrer que:

2rg (f?) < rg(f).

Exercice 869
X - ESPCI PC 2018. Mines-Ponts MP 2018. Mines-Ponts PC 2019. CCP PSI 2010.
Soit K un corps commutatif, F un K-espace vectoriel et f € L(E).

1. Montrer que: Ker(f) = Ker (f?) <= Ker(f) NIm(f) = {0g}.
2. Montrer que: Im(f) = Im (f?) < Ker(f) + Im(f) = E.
3. En déduire que, si E est de dimension finie, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) Ker(f) = Ker (f);
(i) Tm(f) = Im (f2);
(iii) Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires dans E.
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Exercice 870

ESCP Question courte 2006. Centrale PSI 2005

Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel de dimension finie et (f,g) € (L(E))? tel que fog = 0z et
f+geGL(E).

Montrer que rg(f) + rg(g) = dim(E).

Exercice 871
X - ESPCI PC 2014. Mines-Ponts PC 2019
Soit K un corps commutatif, F un K-espace vectoriel de dimension finie et f € L(E).

Montrer que:
dim(Ker(f)) < dim (Ker (f?)) < 2dim(Ker(f)).

Exercice 872

CCINP MP 2022

Soit K un corps commutatif, E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies et (f,g) € (L(E))%.
Montrer que:

dim(Ker(f + g)) < dim(Ker(f) N Ker(g)) + dim(Im(f) N Im(g)).

Exercice 873
Mines-Ponts MP 2005
Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel de dimension finie et (f,g) € (L(E))?.

Montrer que:
dim(Ker(g o f)) < dim(Ker(f)) + dim(Ker(g)).

Exercice 874
X - ESPCI PC 2017. Mines-Ponts MP 2021. Centrale PSI 2005. CCINP MP 2021. ENSAM PSI 2015. CCP PC 2009
Soit K un corps commutatif, E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies et (f,g) € (L(E,F))?.

1. Montrer que:
rg(f) —rg(9)| < rg(f +9) <rg(f) +r8(g).

2. Montrer que:

rg(f +9) = re(f) +rg(g) <= Im(f) NIm(g) = {0r} et Ker(f)+ Ker(g) = E.

Exercice 875

X - ESPCI PC 2011. Mines-Ponts PC 2017. CCP MP 2013

Soit K un corps commutatif, F, F' et G trois K-espaces vectoriels, f € L(E,F) et g € L(F,G).
Montrer que:

dim(Im(f) N Ker(g)) = rg(f) —rg(go f).

Exercice 876 - Inégalité de Sylvester

Mines-Ponts 2005

Soit K un corps commutatif, E, F' et G trois K-espaces vectoriels de dimensions finies, f € L(E,F) et g € L(F,G).
Montrer que:

rg(f) +rg(g) — dim(F) <rg(g o f) < min(rg(f).rg(g))-

Exercice 877
X - ESPCI PC 2016
Soit E, F', G et H quatre sous-espaces vectoriels de dimensions finies, f € L(E,F), g € L(F,G) et h € L(G,H).
Montrer que:
rg(go f) +rg(hog) <rglg) +rg(hogo f).

Etudier le cas d’égalité.

Baptiste GORIN



IX APPLICATIONS LINEAIRES 100

Exercice 878
Saint-Cyr MP 2016
Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel de dimension finie, (f,g) € (L(E))? tel que:

Im(f + g) = Im(f) @ Im(g)

Montrer que
E = Ker(f) + Ker(g).

Exercice 879
ESCP 2004 - Question courte
Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel de dimension finie et (f,g) € (L(E))? tel que

E =TIm(f) + Im(g) = Ker(f) + Ker(g).

Montrer que ces deux sommes sont directes.

Exercice 880

Soit K un corps commutatif, E et F' deux K-espaces vectoriels, f € L(E,F) et g € L(F,E) telles que fogo f = f et
gofog=g.

1. Montrer que F = Ker(f) ®Im(g) et F = Ker(g) ® Im(f).

2. Montrer que, si F et F' sont de dimensions finies, alors f, g, f o g et go f ont le méme rang.

Exercice 881

X MP 2018

Soit K un corps commutatif, F' un K-espace vectoriel de dimension finie et f € L(E).

Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe g € L(E) tel que f+g soit inversible et fog = 0, (g).

Exercice 882
Soit K un corps commutatif, E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € L(E).
Montrer qu’il existe un automorphisme ¢ de E et un projecteur p de E tels que f = @ op.

Exercice 883
ESCP Question courte 2009
Soit n € N*, A un élément non nul de M,,(R) et T' définie sur £ = M,,(R) par:

T(M) = M — tr(M)A

o tr(M) est la somme des coefficients diagonaux de M.

1. Montrer que T est un endomorphisme de E.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur tr(A) pour que T soit bijective.
3. Caractériser T lorsque T n’est pas bijective.

Exercice 884
Mines-Ponts MP 2016. Mines-Ponts PC 2019. IMT MP 2018. CCINP PSI 2019
Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel de dimension n € N* et (f,g) € (L(E))? tel que:

frg=1dg et 1g(f)+rg(g) <n.

1. Montrer que Im(f) et Im(g) sont supplémentaires dans F, puis que rg(f) + rg(g) = n.
2. En déduire que f et g sont des projecteurs.

Exercice 885
Soit (n,p) € (N*)?, K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel de dimension n et (f1,...,f,) € (L(E))P.
On suppose que:

fittfp=1de et rg(fi) +---+18(fp) <n.

Montrer que:
e pour tout i € [1,p], f; est un projecteur;
® pour tout (Zaj) S [[Lp]]Qa { 7£ ja fz © fj = O[,(E)7
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o Im(f1)®---@Im(f,) =E.

Exercice 886

Mines-Ponts PSI 2005

Soit n € N*, K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel de dimension n et f € L(E).
Pour tout k € N, on pose dj, = dim (Ker (fk“)) — dim (Ker (fk))

Montrer que la suite (dy)ken est décroissante.

Exercice 887 - Décomposition de Fitting

Centrale PST 2017

Soit K un corps commutatif, F un K-espace vectoriel de dimension finie n € N* et f € L(E).

1. Montrer que les suites (Ker (f?)),cy et (Im (7)), sont croissante et décroissante respectivement.
2. a) Montrer qu’il existe py € N tel que:

Vp <po, Ker(f?)#XKer(fP*') et Vp>=po, Ker(f?)=Ker(f").
b) Montrer que:
Vp < po, Im(fP)#Im (fp'H) et Yk = po, Im(fP)=Im (fp+1).

¢) Montrer que py < n.
3. Montrer que:
E = Ker (f7°) @ Im (f*°).
4. En déduire que tout matrice M € M,,(K) est semblable & une matrice de la forme (](\)[ 12,) ol N est une matrice

carrée nilpotente et P une matrice carrée inversible.

Exercice 888

X - ESPCI PC 2013. Mines-Ponts PC 2017. CCP PSI 2005

Soit n € N*, K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel de dimension n.

1. Soit f € L(E). Montrer que, si f est nilpotent, alors f" = 0. (g).

2. Soit (f,g) € (L(E))?. Montrer que, si (f o g)" = 0z(g), alors (go f)" = 0z(p)-
3. Soit f € L(E), nilpotent d’indice n. Déterminer le rang f.

Exercice 889
Mines-Ponts PSI 2005
Soit n € N*, K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel de dimension n et f € L£(F), nilpotent d’indice p € N*.
Montrer que:
% < dim(Ker(f)) <n—p+ 1.
Exercice 890
Mines-Ponts MP 2018
Soit K un corps commutatif, F un K-espace vectoriel de dimension finie et u € £(F), nilpotent.

Montrer que:
Ker (e —Idg) = Ker(u) et Im (e* — Idg) = Im(u).

Exercice 891

Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel de dimension finie, u € L(E), nilpotent, et S un sous-espace
vectoriel de F stable par u tel que E = S + Im(u).

Montrer que S = F.

Exercice 892

X MP 2014. X PSI 2018. Mines-Ponts PC 2018. Centrale PSI 201/

Soit n € N*, K un corps commutatif, ¥ un K-espace vectoriel de dimension n et fi,...,f, des endomorphismes
nilpotents de E' qui commutent deux a deux.

Montrer que fio---o f, = 0z(p)-

Exercice 893
Mines-Ponts MP 2021. Mines-Ponts PC 2021
Soit n € N, n > 2. Montrer que tout hyperplan de M,,(C) contient au moins une matrice inversible.
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CHAPITRE X

MATRICES

1 Calcul matriciel

Exercice 894

Soit n € N*. Pour (4,j) € [1,n]?, on note E;; € M,(C) la matrice dont tous les éléments sont nuls sauf celui situé sur
la i-éme ligne et la j-éme colonne qui vaut 1.

Pour (i,j,k,0) € [1,n]%, calculer E;;Ej,.

Exercice 895
Soit (A4,B) € (M, (C))? telles que:
VM € M, (C), tr(AM) = tr(BM).

Montrer que A = B.

Exercice 896
Centrale PC 2013
Soit n € N*. Déterminer les applications ¢ € L(M,,(C),C) telles que:

V(A,B) € (Mn(C))?, @(AB) = p(BA).

Exercice 897 - Matrices de Walsh-Hadamard

On considére la suite (W, )nen de matrices définie par Wy = (1) et, pour tout n € N, W, = (Wn W >

W, W,
Pour tout n € N, préciser la taille de W,, et calculer W2.

Exercice 898
Soit K un corps commutatif et n € N*.
Déterminer le centre de M, (K), c’est-a-dire I’ensemble Z(M,,(K)) = {A € M, (K) /VM € M, (K), AM = MA}.

Exercice 899
ESCP 2012 - Question courte
Soit (A,B) € (M, (R))? tel que:
VM e M,(R), AMB =0,,.

Montrer que A =0, ou B = 0,.

Exercice 900

IMT PSI 2017
1 2 3
Soit A=(0 1 2
0 0 1
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1. Soit X € M;3(R) telle que X2 = A.
Montrer que X et A commutent puis que X est triangulaire supérieure.
2. Déterminer toutes les matrices X € M3(R) telles que X2 = A.

Exercice 901
Centrale PC 2005

Déterminer les matrices M € Ms(R) telles que M? = <} 8)
Exercice 902
Résoudre dans Mo (R) I'équation: X2 = <(1) _01>

Exercice 903
X - ESPCI PC 2018
Existe-t-il X € M3(R) telle que X* = <8 é) k

Exercice 904
CCINP PC 2019

Existe-il X € M3(R) telle que X? = <_13 _12> ?
Exercice 905
Résoudre dans Ms(R) 'équation: X? + X = (1 })

Exercice 906
Résoudre dans Mo (Z):

22 44
2 2 _
AHB =11y 9
10 20
w55a- (9 9)
Exercice 907
Mines-Ponts PC 2021
0 0 O
Existe-t-il X € M3(C) tel que X2 =1 0 0]?
0 1 0
Exercice 908
1 2 3
Trouver une matrice X € M3(R) telle que X2 = [0 1 2
0 0 1

Exercice 909
Soit n € N*. Déterminer les matrices A € M,,(Z) telles que 443 +2A4% + A = 0,,.

Exercice 910

Mines-Ponts PC 2021

Soit n € N* et T € M,,(R), triangulaire supérieure.
Montrer que T'T = T'T si, et seulement si, 7" est diagonale.

Exercice 911

Soit n € N, n > 2, et (A,B) € (A,(R))?.
Montrer que tr ((AB — BA)4) > 0.
Etudier le cas d’égalité.
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Exercice 912

Soit n € N*, k € C, J € M,,(C) dont tous les coefficients sont égaux a 1 et (A,B) € (M,(C))? tel que A+ B = kJ.

Pour tout X € M,,(C), on note o(X) la somme des coefficients de X.
Montrer que:

(ko (A™Y) = 1) (ko (B™1) — 1) = 1.

Exercice 913

Soit K un corps commutatif de caractéristique différente de 2, n € N*, (A,B,0) € (M, (K))3 et A € K tels que:

Vi e {123}, AF = \¥(B+k0).

Montrer que:
Vk € N*, A% = \¥(B + kC).

Exercice 914
X - ESPCI PC 2019
Soit n € N* et A € M,,(R). On suppose qu'il existe (\,u) € R? et (U,V) € (M, (R))? tels que:

A=XNU+puV, A2=NU+ 2V et A =X\U+ V.

Montrer que:
Vp e N* AP = NPU + uPV.

Exercice 915
a2 -1 ab ac

Soit (a,b,c) € R3 tel que a? +b> +c2=1et M = ab vV -1 be
Calculer M™ pour tout n € N*.

Exercice 916
X MP 2005
Soit n € N* et A € GL,,(C). On suppose qu'il existe A € C tel que:

Vi € [[1,71]], Zai}j =\
j=1

Montrer que X # 0 et, en notant A~! = (aj ;)1<i j<n, que:

= 1
Vie[ln], > df;= 3
j=1

Exercice 917

X - ESPCI PC 2013. IMT PSI 2013

Soit n € N*, K un corps commutatif et (4,B) € (M,,(K))? tel que AB = A+ B.
1. Montrer que A — I,, € GL,,(K) et déterminer (A — I,)~ .

2. En déduire que A et B commutent.

Exercice 918
Soit n € N* et (A,B) € (M, (C))? tel que A+ B € GL,(C), A2B = ABA et B2A = BAB.
Montrer que A et B commutent.

Exercice 919
Soit n € N* et A € M, (R) telle que A% + A = I,,.
Montrer que A% + A + I, est inversible et déterminer son inverse.
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Exercice 920

Mines-Ponts MP 2018. Mines-Ponts PC 2015. CCP PSI 2018

Soit n € N*, K un corps commutatif, (4,B) € (M, (K))? et P € K[X], non constant, tel que P(0) # 0 et AB = P(A).
Montrer que A € GL,,(K) puis que A et B commutent.

Exercice 921
CCP PC 2018

Soit n € N, n > 2, (a1,...,a,) €EC" et A= | : D e My (C).
Gn ... G
Calculer A2.

n
On pose 0 = > ai et B =2A — o,,. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que B soit inversible et
k=1
calculer B,

Exercice 922

Soit n € N*, K un corps commutatif, (4,B) € (M, (K))? tel que (A + B,A — B) € (GL,(K))?. On pose C' =
(A+B)™'+(A-B)~'.

Vérifier que: ACA — ACB + BCA — BCB = 2A.

Exercice 923

Pour tout § € R, on pose R(0) = <Z?§Ez)) _cslsr(lg)>

1. Soit (61,02) € R?. Calculer R(61)R(0s).
2. Calculer, pour tout 6 € R et tout n € N, (R(9))".
3. Montrer que, pour tout 8 € R, R(6) est inversible et déterminer son inverse.

Exercice 924

Pour tout = € R, on pose M (z) = (Z}ﬁg ; igg)

1. Soit (z1,z2) € R?. Calculer M (x1)M (z2).
2. Calculer, pour tout z € R et tout n € N, (M (x))".
3. Montrer que, pour tout « € R, M(z) est inversible et déterminer son inverse.

Exercice 925

ESCP 2008 - Question courte

Soit n € N* et A € GL,,(R) telle que tous les coefficients de A et de A~! sont positifs ou nuls.
Montrer que chaque ligne et chaque colonne de A comporte un coefficient non nul et un seul.

Exercice 926
2 2

x x

ERUCT T

Pour tout z € R, on pose M (z) = CL 1_ 22 T
2 2

x -r 1

Soit (z1,72) € R?. Calculer M (z1)M (z2).

Montrer que, pour tout x € R, M (z) est inversible et déterminer son inverse.

Calculer, pour tout x € R et tout n € N, (M(x))".

Pour tout n € N, déterminer (ay,,b,,c,) € R3 tel que, pour tout x € R, (M (2))" = a,(M(x))? + b, M (x) + c,I3.

e

Exercice 927

CCP PSI 2016
1—2a a a

Pour tout a € R, on pose M (a) = a 1—2a a
a a 1—2a

1. Montrer que, pour tout (a,b) € R, M(a)M(b) = M(a + b — 3ab).
2. A quelle(s) condition(s) la matrice M (a) est-elle inversible?
3. Déterminer une suite (up)nen telle que (M(a))™ = M (uy,) pour tout n € N.
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Exercice 928
Soit (a,b,c) € C3 et:

a—b—c 2a 2a
A= 2b b—c—a 2b
2c 2¢c c—a—2>b

Etudier l'inversibilité de A et déterminer A~! quand cet inverse existe.

Exercice 929
X MP 2014. IMT PC 2017
Soit n € N*, K un corps commutatif, (a,b) € K? et A = (a;)1<i j<n € My (K) définie par:

PR B sii=17
Tl b sii £
Etudier l'inversibilité de A et déterminer A~! quand cet inverse existe.

Exercice 930
Mines-Ponts MP 2005
Soit a € R. Déterminer 'inverse de

1 a an—l
A 0 1
- a
0 0 1
Exercice 931
X - ESPCI PC 2014
Soit n € N*. Déterminer 'inverse de
1 2 n
A— 0
0 0 1

Exercice 932
Soit n € N* et A = (min(i,5))1<ij<n € Mn(R).
Montrer que A est inversible et déterminer A—1.

Exercice 933
Soit K un corps commutatif, a € K, n € N* et A = (a; j)1<i,j<n € Mp(K) définie par:

1 sii=j
Q5 = 0 SlZ>]
a sii<j

Montrer que A est inversible et calculer A~ 1.

Exercice 934

IMT MP 2014

Soit n € N* et A € M,,(C), nilpotente.

Montrer que I, + A est inversible et déterminer son inverse.

Exercice 935

X PSI 2018. Mines-Ponts MP 2005. Mines-Ponts PC 2016. Centrale PSI 201. Navale MP 2016. ENTPE-EIVP MP
2015

Soit n € N*, (4,B) € (M,,(C))? avec AB = BA et B nilpotente.

Montrer que A est inversible si, et seulement si, A + B est inversible.
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Exercice 936

Mines-Ponts PC 2019

Soit n € N, n > 2, et N € M,,(R), nilpotente.

1. Montrer que I, + N + N2 + ... 4+ N™~! est inversible et déterminer son inverse.

2. Montrer que I,, + 2N + 3N? 4 --- 4+ nN""! est inversible et déterminer son inverse.

Exercice 937

X - ESPCI PC 2014

Soit n € N*, A € M,,(R). On suppose qu’il existe p € N* tel que pAP+! = (p+ 1) AP.
Montrer que A — I,, est inversible et déterminer (A — I,,) 71

Exercice 938

Soit n € N* et (A,B,C) € (M,(C))3. On suppose que C = AB — BA et BC = CB.
1. Montrer que, pour tout p € N, ABP*! — BPt1A = (p+1)BPC.

2. En déduire que C n’est pas inversible.

Exercice 939
Soit n € N*, (aq,...,a,) € (R*)" et A € M,,(R) définie par:

l+a;, 1 - 1
a=| 1t

: . . 1

1 1 1+a,

Etudier I'inversibilité de A et déterminer A~ quand cet inverse existe.

Exercice 940
HEC ECS Exercice sans préparation 2016
Soit n € N, n > 2, et A= (a;;)1<i,j<n € Mn(R) donnée par:

V(Za.]) € [[17nﬂ2a Qi = ijil'
Montrer que A est inversible.

Exercice 941
Soit (A4,B) € (M,,(C))? tel que I, + AB € GL,,(C).
Montrer que I,, + BA € G£,,(C) et déterminer (I,, + BA)™L.

Exercice 942
X ENS PSI 2007
Soit K un corps commutatif et (4,B) € (M, (K))? tel que A+ B € GL,(K).
1. Montrer que:
A(A+B)"'B=B(A+ B)'A.

2. On suppose que A et B sont inversibles. Montrer que:

A(A+B)"'B=B(A+B)'A= (A" +B") ",

Exercice 943
Mines-Ponts PC 2016

Soit n €N, « € R, L € My ,(R), C € M, 1(R) et A= (g IL)

Montrer que A est inversible si, et seulement si, o — LC # 0, auquel cas déterminer A~".

Exercice 944
Mines-Ponts PSI 2013

Soit n € N*, A€ M, (R) et M = ({Z }4>

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur A pour que M soit inversible, auquel cas déterminer M 1.
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Exercice 945

TPE PSI 2017

Soit n € N*, A € M,,(R) telle que rg(A) = tr(A) = 1.
Montrer que A% = A.

Exercice 946

Mines-Ponts MP 2014. Mines-Ponts PC 2017. Navale MP 2016
Soit n € N*, (4,B) € (M,,(C))? tel que rg(AB — BA) = 1.
Calculer (AB — BA)?.

Exercice 947
Mines-Pont MP 2021
Soit n € N* et A € GL,,(C). Montrer qu’il existe P € C[X] tel que A~ = P(A).

Exercice 948
Mines-Ponts MP 2019. Centrale MP 2005
Soitn e Navecn =2, w=er et A= (w(=DE-D) € M, (C).

Calculer AA. En déduire que A est inversible et déterminer A~".

1<6,5<n

Exercice 949 - Théoréme d’Hadamard

Mines-Ponts MP 2018. Mines-Ponts PSI 2013. Centrale PSI 2019

Soit n € N* et A = (a;,)1<i,j<n € Mn(C).

1. On suppose que A est a diagonale strictement dominante, c¢’est-a-dire :

Vi € ﬂl,nﬂ, |am~| > Z |(Li,j

J#i

Montrer que A est inversible.
2. On suppose de plus que les coefficients diagonaux de A sont strictement positifs, c’est-a-dire:

Vie[ln], ai;i>)_lail|.
i

Montrer que det(A) > 0.

Exercice 950
Mines-Ponts MP 2018, Mines-Ponts PC 2016
Soit n € N*, (4,B) € (M, (R))?2. Résoudre dans M,,(R) I'équation :

X = tr(X)A + B.

Exercice 951
X MP 2016. X - ESPCI PC 2019. Mines-Ponts MP 2016. Mines-Ponts PC 2021. Centrale PC 2016
Soit A € M,,(R). Résoudre dans M,,(R) I'équation: X + X = tr(X)A.

Exercice 952

Mines-Ponts MP 2009. IMT PC 2019

Soit n € N* et A € GL,,(C) telle que A+ A~1 =1,,.
Déterminer A* + A=F pour tout k € N.

Exercice 953 - Formule de Sherman-Morrison

X - ESPCI PC 2016

Soit n € N*, A € GL,(R) et (X,Y) € (M,,1(R))2.

Montrer que A + X'Y est inversible si, et seulement si, YV A~'X # —1, auquel cas:

ATXY AL

A+ XY) T =a - C T
(4+x7) 1+YA1X
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Exercice 954
CCP PC 2018
1

-2 0 1
Soit A=11 -2 -1 4
0 O 2 6

1. Donner une base de Im(A).
2. Donner une base de Ker(A).

1 0 0 O
3. Donner (Q,P) € GL3(R) x GL4(R) tel que Q"' AP=[0 1 0 0
00 10
4. Déterminer la dimension de {M € M3(R) /MA =034}.
Exercice 955
Mines-Ponts PC 2019
0o -1 -1
Soit A € M32(R) et B € M3 3(R) telles que AB=| -1 0 -1
1 1 2

1. Montrer que AB est une matrice de projecteur.
2. Montrer que BA = I5.

Exercice 956
1. Soit K un corps commutatif et A € M,,(K) telle que A3 = 0,,.
Existe-t-il B € M,,(K) telle que B?> = I,, + A?
1 2 3
2. Trouver B € M3(R) telleque B>= [0 1 2
0 01

Exercice 957
Mines-Ponts PC 2016

Soit (4,B) € (My(C))? et M = (ﬁ g).

1. Déterminer le rang de M.
2. Calculer M~! lorsque M est inversible.

Exercice 958
X PC 2005. ENSEA MP 2015. IMT PSI 201/
Soit K un corps commutatif, (n,p) € (N*)?, A € GL,(K), B € M, »(K), C e M, »(K) et D € Mp(K).

Montrer que rg <é’ g) = n si, et seulement si, D = CA™'B.

Exercice 959
Soit n € N, impair, (4,B) € (M,,(C))2. On suppose que AB = 0,,.
Montrer que 'une des deux matrices A + ‘A et B + "B n’est pas inversible.

Exercice 960

ENS MP 2019

Soit (n,p) € (N*)? et (Ay,...,4,) € (M,(R))?. On suppose que, pour tout k € [1,p], A2 = A.
Montrer que:

D (n—re(An)) > re(ln — A+ 4p).

k=1

Exercice 961
X MP 2017. X - ESPCI PC 2014. Mines-Ponts MP 2019. Centrale PSI 201/
Soit n € N*, K un corps commutatif et f : M,,(K) — K une application non constante telle que:

V(A,B) € (My(K))?, f(AB) = f(A)f(B).
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Soit M € M,,(K). Montrer que:
MeGL,(K) < f(M) #0.

Exercice 962
X MP 2017. X - ESPCI PC 2013. Mines-Ponts MP 2019. Centrale PC 2019. TPE PSI 2017
Soit (A4,B) € (M, (R))2. Montrer que si A et B sont semblables dans M,,(C), alors elle sont semblables dans M, (R).

2 DMatrices et applications linéaires

Exercice 963

CCP PSI 2013

Soit n € N* et E = R, [X]. Pour tout P € E, on note ¢(P)(X) = P(X + 1).
1. Déterminer la matrice ¢ dans la base canonique.

—! ainsi que la matrice de ¢! dans la base canonique.

2. Déterminer ¢
Exercice 964 .
Soit P={(z,y.2) ER*/z+y+2=0}et D= {(x,y,z) ER3/z= % = 5}.

1. Montrer que P & D = R3.
2. Soit p la projection sur P parallélement & D.
Déterminer p(u) pour tout u € R3 puis la matrice de p dans la base canonique B de R3.

Exercice 965
IMT PC 2016 5
Soit P={(z,y,2) ER*/z+y+2=0}et D= {(m,y,z) ER?/z = % = §}

1. Montrer que P & D = R3.
2. Soit p la projection sur P parallélement a D.
Déterminer p(u) pour tout u € R3 puis la matrice de p dans la base canonique B de R3.

Exercice 966

Mines-Ponts MP 201}

Soit n € N, n > 2, E un R-espace vectoriel de dimension n et p € L(F) un projecteur de rang n — 1.
Montrer que p est la composée de deux endomorphismes nilpotents.

Exercice 967

X - ESPCI PC 2011

Soit ¢ : A € M,,(C) — *A € M,(C).
Calculer la trace de ¢.

Exercice 968

X - ESPCI PC 2011

Soit n € N*, (A,B) € (M,(R))? et p: M € M, (R) — AMB.
Calculer la trace de ¢.

Exercice 969
X MP 2013. Mines-Ponts MP 2019. Mines-Ponts PC 2021. IMT MP 2017
Soit n € N*. Montrer que toute matrice de M,,(C) de trace nulle est semblable & une matrice de diagonale nulle.

Exercice 970
Mines-Ponts MP 2005
Soit n € N*, K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel de dimension n et f € L(E).

1. Montrer que, si f est un projecteur, alors rg(f) = tr(f).
2. Montrer que, si rg(f) = tr(f) = 1, alors f est un projecteur.

Exercice 971
X - ESPCI PC 2009
Soit n € N, n > 2.
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1. Montrer que:

Ker(tr) = Vect ({AB — BA/ (A,B) € (M,(K))*}).

2. Soit p € LM, (K),K) telle que:

V(4,B) € (Mn(K))?, ¢(AB) = ¢(BA).

Montrer que les applications ¢ et tr sont proportionnelles.

Exercice 972
Mines-Ponts PC 2018. CCP PC 2016

Soit K un corps commutatif, E un K-espace vectoriel de dimension 3 et f € L(E) tel que f? = 0z(g) et f # Oz(p).

1. Montrer que rg(f) = 1.

0 0 1
2. Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de fest [0 0 O
0 0 0

Exercice 973
Mines-Ponts MP 2018. Mines-Ponts PC 2017

Soit n € N*, K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel de dimension 3n et f € L(E) telle que f3 = Oz(p) et

rg(f) = 2n.
Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est
0p, 0p, O,
I, 0, 0,
0, I, 0,
Exercice 974
Mines-Ponts PC 2017
1 ... ...1
Montrer que A = 0 est semblable & sa transposée.
0 0 1

Exercice 975

Mines-Ponts PC 2019

Soit n € N, n > 2, et A € M, (C) nilpotente d’indice n.
Montrer que A est semblable & la matrice:

0 1 0 0
0
1
0 0

Exercice 976
Mines-Ponts PSI 2016

Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*, g € L(F) de rang 1 et f € GL(E).

Montrer que f + g € GL(E) si, et seulement si, tr (go f~!) # —1.
3 Systémes linéaires

Exercice 977

Résoudre le systéme linéaire suivant en discutant selon les valeurs des paramétres a, b et k:

kr4+y=a
r+ky=2>
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Exercice 978
Résoudre le systéme linéaire suivant en discutant selon les valeurs du parameétre a:

r+y+z=a+1
ax+y+(a—1)z=a
r+ay+z=1

Exercice 979
Résoudre le systéme linéaire suivant en discutant selon les valeurs du parameétre a:

r+y+az=a
r+ay—z=1
r+y—z=1

Exercice 980

Résoudre le systéme linéaire suivant en discutant selon les valeurs des paramétres a et b:

ax+y+z=1
r+ay+z=>
r4+y+az=">

Exercice 981
Résoudre le systéme linéaire suivant en discutant selon les valeurs du paramétre a € C:

r—ay+a’z=2a
axr — a*y + az = 2a
ax+y—a’z=1—a

Exercice 982
Résoudre le systéme linéaire suivant en discutant selon les valeurs du paramétre a :

ar + (1 —a)y + (1 — a)z = a®
ar + (1 +a)y+ (1 +a)z = a— a?
r+y+z=1-a

Exercice 983
Centrale PSI 2005
Résoudre le systéme linéaire suivant en discutant selon les valeurs du parameétre a:

r+yt+z=a
ar+y+(l—a)z=a
rt+ay+z=1

Exercice 984

Résoudre le systéme linéaire suivant en discutant selon les valeurs du paramétre m € R:

ar+y+z=a
r+ay+z=a
r+ytaz=a

Exercice 985
IMT PC 2016
Résoudre le systéme linéaire suivant en discutant selon les valeurs du paramétre a :

ax+y+z=1
r+ay+z=a
x—i—y—l—az:aQ
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Exercice 986
Résoudre le systéme linéaire suivant en discutant selon les valeurs du parameétre a:

rt+ay+(a—1lz=a+1
3r+2y+az=3
(e—Dz+ay+(a+1l)z=a—-1

Exercice 987

CCINP MP 2022

Soit a € R. Résoudre le systéme:
2ax +y+2z=2
T+ 2ay + z = 4a
z+ 1y +2az = 24>

Exercice 988
Résoudre le systéme linéaire suivant en discutant selon les valeurs du parameétre a:

(a—Dz4+ay+z=a+1
ar+2y+3z2=3
(e+Dz+ay+(a—1)z=a—-1

Exercice 989
Résoudre le systéme linéaire suivant en discutant selon les valeurs du parameétre a:

—ax+ (a+y+az=a+1
(2a—Dz+(a—1)y—az=a%—1
—2x — 4y +2az = a® — 3a — 4

Exercice 990

Résoudre le systéme linéaire suivant en discutant selon les valeurs des paramétres a et b:

(a+b)x+by+az=0
bx+(a+by+az=0
ar+by+ (a+b)z=0

Exercice 991

Résoudre le systéme linéaire suivant en discutant selon les valeurs des paramétres a et b:

z+ay+a’z=1
r+ay+abz=a
bx + a’y + a?bz = a’b

Exercice 992
CCINP MP 2022
Soit (a,b) € R2. Résoudre le systéme linéaire :

a’r+ady+az=>
adr+y+az=1>
r+ay+a’z=0

Exercice 993
Résoudre le systéme suivant en discutant selon les valeurs des paramétres a et b:

ar+by+z=1
r+aby+z=0>
r+by+az=1
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Exercice 994
Résoudre le systéme linéaire suivant en discutant selon les valeurs des paramétres a et b:

r+ay+bz=a
z+by+az=1>
ar+y+bz=a
br+y+az=0>

Exercice 995
Résoudre le systéme linéaire suivant en discutant selon les valeurs des parameétres a, b et c:

r+y+z+t=1
r+ay+z+bt=c
r+by+z+at=c

Exercice 996
Résoudre le systéme linéaire suivant en discutant selon les valeurs du parameétre a:

r+y+z=1
ar +y+z=a
c+ay+z=1
r+y+az=a

Exercice 997
Résoudre le systéme linéaire suivant en discutant selon les valeurs des paramétres a et b:

x4 2y + az = 2(3a + 2)
2e+ay+2=">
ar+y+2z2=0>
r4+y+z=2a+3)

Exercice 998
Résoudre le systéme linéaire suivant en discutant selon les valeurs des parameétres a, b, c et d:

z+y=2a
y+z=2b
z+t=2c

t+x=2d
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CHAPITRE XI

GROUPE SYMETRIQUE ET DETERMINANTS

1 Groupe symétrique

Exercice 999

n
Soit n € N, n > 2. Déterminer les permutations o € &,, telles que S(o) = > ko (k) soit maximale.
k=1

2 Déterminants

2.1 Calcul de déterminants d’ordre 3

Exercice 1000
Soit (a,b,c) € C3. Calculer le déterminant :

1 a b+ec
1 b c+al.
1 ¢ a+bd

Exercice 1001
Soit (a,b,c) € C3. Calculer le déterminant :

—2a a+b a+c
D=|b+a —-2b b+c|.
c+a c+b —2¢

Exercice 1002
Soit (a,b,c) € C3. Calculer le déterminant :

Exercice 1003
Soit (a,b,c) € C3. Calculer le déterminant :

Exercice 1004
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Soit (a,b,c) € C3. Calculer le déterminant :

1 a a*—bc
D=1 b b%—cal.
1 ¢ c2—ab
Exercice 1005
Soit (a,b,c) € C3. Calculer le déterminant :
1 1
a b ¢
ad v o
Exercice 1006
Soit (a,b,c) € C3. Calculer le déterminant :
1 1
a b ¢
at vt ot
Exercice 1007
Soit (a,b,c) € R3. Calculer le déterminant :
1 1 1
D=l|a®> b 2
P B KR

Exercice 1008
Soit (a,b,c,z,y,2,0,83,y) € CY. Montrer que:

b+c y+z [+~ a T «
c+a z+z y+a|=2|b y B
a+b z+y a+p c z 7
Exercice 1009
Soit (a,b,c) € C3. Calculer le déterminant :
a—b—c 2a 2a
D= 2b b—a—c 2b .
2c 2c c—a—>b

Exercice 1010
Soit § € R. Calculer le déterminant :
1 cos(f) cos(20)
cos(f) cos(26) cos(36)].
cos(20) cos(30) cos(40)

Exercice 1011
Soit (a,b,c) € R3. Calculer le déterminant :

1 1 1
D = |cos(a) cos(b) cos(c)|.
sin(a) sin(b) sin(c)

Exercice 1012
Soit (a,b,c) € C3. Calculer le déterminant :

a+b ab a®+b?
D=|b+c be b>+c2.
c+a ca 02+a2
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Exercice 1013
Soit (a,b,c) € C3. Calculer le déterminant :

(b+c)? c? b?
D=| ¢ (a+c)? a?
b? a? (a+ b)?
Exercice 1014
Soit (a,b,c) € C3. Calculer :
(b+c)? a? a?
62 (C + a)2 62
2 2 (a+ b)?

Exercice 1015
Soit (a,b,c) € C3. Calculer le déterminant :

b+c c+a a+b
D=+ 2+d® a?+5b?.
B4+ A+a® a2+

Exercice 1016
Soit (a,b,c) € C3. Calculer le déterminant :

b + 2 ba ca
D=| ab 2+ a? cb
ac be a’ + b2
Exercice 1017
Soit (a,b,c) € C3. Calculer le déterminant :
a®+1 ab ac
ba b2 +1 be |.
ca cb A+1
Exercice 1018
Soit (a,b,c) € C3. Calculer le déterminant :
1+4a?—b2 2ab —2b
2ab 1—a?+b° 2a .
2b —2a 1—a?—b?
Exercice 1019
Soit (a,3) € R2. Pour tout t € R, on pose:
1 cos(t) sin(t)
D(t)= |1 cos(t+a) sin(t+a)|.
1 cos(t+ ) sin(t+ p)

1. Montrer que la fonction D est constante sur R.
2. En déduire une expression simple de D(t).

Exercice 1020
X - ESPCI PC 2018. Mines-Ponts PSI 2017
Soit (A,B) € (M3(R))? vérifiant det(A) = det(B) = det(A + B) = det(A — B) = 0.
Montrer que:
Y(z,y) € R?,  det(zA+yB) = 0.
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2.2 Calcul de déterminants d’ordre 4

Exercice 1021
Soit (a,b,c,d) € R*. Calculer le déterminant :

1 a a2 b+c+d
D— 1 b ¥ a+c+d
Tl e &t a+b+d|”
1 d d&® a+b+c
Exercice 1022
Soit (a,b,c) € C3. Calculer le déterminant :
a ¢ ¢ b
D— c a b c '
c b a c
b ¢ ¢ a
Exercice 1023
Soit (a,b,c) € C3. Calculer le déterminant :
a b a ¢
D b a ¢ a .
a ¢ a b
c a b a
Exercice 1024
Soit (a,b,c) € C3. Calculer le déterminant :
a b ¢ a
D— b a a c
c a a b
a ¢ b a
Exercice 1025
Soit (a,b,c,d) € C3. Calculer le déterminant :
a b ¢ d
b a d c
D= c d a bl
d ¢ b a
Exercice 1026
Soit (a,b,c,d) € C3. Calculer le déterminant :
1+a b a b
b 1+a b a
D= a b 1+a b
b a b 14+a
Exercice 1027
Soit (a,b,c,d) € C3. Calculer le déterminant :
a 0 b 0
0 a 0 b
D= c 0 d 0
0 ¢c 0 d
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Exercice 1028
Soit (a,b) € C2. Calculer le déterminant :

a b b —a
a —-b b a
D= b a a =b|
b —a a b
Exercice 1029
Soit (a,b,c,d) € C*. Calculer le déterminant :
1 0 a o
01 b b
D= 1 0 ¢ ¢
0 1 d d?
Exercice 1030
Soit (a,b,c,d) € C*. Calculer le déterminant :
1 a b ac
1 b ¢ bd
D= 1 ¢ d ac|’
1 d a bd
Exercice 1031
Soit (a,b,c,d) € C*. Calculer le déterminant :
1 a b ab
1 ¢ b c¢b
D= 1 a d adl’
1 ¢ d cd
Exercice 1032
Soit (a,b,c) € C3. Calculer:
0 1 1 1
1 0 a® b
1 a2 0 &3°
1 v 2 0

2.3 Calcul de déterminants d’ordre n

Exercice 1033

X - ESPCI PC 2008. Centrale PC 2005

Soit n € N*, (aq,...,a,) € R". Calculer det ((sin(a; + a;))1<i,j<n)-

Exercice 1034

CCP MP 2016
aq aq Lo Qaq
a9 a9 ... Qa2
Soit n € N*, (a1,...,a,) € R*\ {(0,...,0)} et A= . | .| € M, (R).
ap  Ap ... ap

1. Quel est le rang de A?

2. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que A soit la matrice d’un projecteur.

3. On revient au cas général. On pose B = 24 — tr(A)I,.
a) Calculer le déterminant de B.
b) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que B soit inversible.
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¢) Calculer B2. Déterminer B~! dans le cas ot B est inversible.

Exercice 1035

Soit n € N* et (aq,...,a,) € C". Calculer le déterminant:
0 0 aq
0
0o .-
a, O 0
Exercice 1036
Soit n € N*. Calculer le déterminant d’ordre n :
1 2 3 n
-1 0 3 n
D, = -1 -2 0 n
-1 -2 -3 0
Exercice 1037
Soit n € N*. Calculer le déterminant :
2 1 1
D, — 1 3
: . . 1
1 - 1 n+il
Exercice 1038
IMT MP 2016
Soit n € N. Montrer que:
1 1 0 0
1 3 1
0 4 5 . 0 = (n + 1)!.
: . . . 1
0 ... 0 n%® 2n+1
Exercice 1039
Soit n € N*. Calculer:
3 1 0 0
4 5 1
0 9 7 0
: . . . 1
0 ... 0 n? 2n+1
Exercice 1040
Soit n € N* et a € C. Calculer le déterminant d’ordre n :
1+4+a 1 1 . 1
2 2+a 2 . 2
D, = 3 3 34+a ... 3
n n n n—+a
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Exercice 1041
Pour n € N* et x € R, on pose:

rz+1 1 1

N ot Dy(x) = det(An(x)).
: . . 1
1 1 x+1

Calculer D, (x).

Exercice 1042
Soit n € N* et (a1, ...,an,b1,...,b,) € C?". Calculer det ((a; + bi)i<ij<n)-

Exercice 1043
IMT PC 2010

Soit n € N*. Calculer le déterminant D,, = det (((—1)max(ivj))1<i j<n).

Exercice 1044
Soit n € N*. Calculer le déterminant D,, = det ((|¢ — j|)1<i,j<n)-

Exercice 1045
Soit n € N* et ¢ € C. Calculer det ((a"'—j‘)1<ij<n>.

Exercice 1046
Mines-Ponts PC 2021

Soit (Fp,)nen la suite de Fibonacci définie par Fy =0, F; = 1 et, pour tout n € N, F,10 = F,,11 + F,.

Pour tout n € N*, calculer D,, = det ((F]i_j|)1<i7j<n).

Exercice 1047

Mines-Pont 2015

Soit n € N* et A = (min(s,5))1<i,j<n € Mn(R).
1. Calculer le déterminant de A.

2. Si la matrice est inversible, déterminer son inverse.

Exercice 1048

Soit n € N* et (aq,...,a,) € C". Calculer le déterminant d’ordre n:
ay ayp aq L. an
ay az a2 ... Qg
ay az a3 ... asg
a; a2 a3 ... Qp

Exercice 1049
Soit n € N*. Calculer le déterminant d’ordre n :

Exercice 1050
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Soit (a,z,y,2) € R*. Pour tout n € N, n > 2, calculer le déterminant d’ordre n suivant :

a T T
y z 0 0
D,=1y 0
z 0
y 0 0 =z
Exercice 1051
CCP PC 2010
Soit o € R. Calculer le déterminant d’ordre n :
cos(a) 1 0 ... ... 0
1 2 cos(w)
D, = 0
0
: . .. . 1
0 ... 0 1 2cos(e)
Exercice 1052
Centrale PC 2008
Soit z € C*. Calculer le déterminant d’ordre n € N*:
z+ - 1 0 0
1
1 Z24+ - 1
z
Dn=1 o 1 z+- 0
1
0 0 1 z+-
z
Exercice 1053
CCINP PC 2021
Soit (a,b) € C2. Calculer le déterminant d’ordre n :
a+b ab 0 o 0
1 a+b ab
Dn=1| 9 1 a+b . 0
: - b
0 S 0 1 a+bd
Exercice 1054
Mines-Ponts MP 2008
Soit n € N* et a € R. Calculer le déterminant d’ordre n :
14+a®2 —a 0 ... 0
—a
Dn=1| o 0
. —a
0 0 —a 1l+a?
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Exercice 1055
Soit n € N*. Calculer le déterminant d’ordre n :

Exercice 1056
Soit n € N* et (ay, ...

—aq

0

Exercice 1057
X - ESPCI PC 2008. Mines-Ponts PC 2021
Soit n € N, n > 2, et (aq,..

xr + ay

X

Exercice 1058

Soit n € N* et (aq,...,an,b1,...

a1 + by
a2

l)n = as

an

Exercice 1059
Soit n € N*. Calculer le déterminant d’ordre n :

Exercice 1060
Mines-Ponts PC 2019

ay

—as

. \ap,x) € R"T1 Calculer :

x

x4+ a2

ai

az + by

as

Qn

0

az

—0n-1

T+

Soit n € N, n > 2, et (a,b) € C2. Calculer le déterminer d’ordre n :

,an_1) € C"~1. Calculer le déterminant d’ordre n:

Ap—1

Qn

,bn) € C?*. Calculer le déterminant d’ordre n :

ay
ag

Ap—1
an  an +by

ai
a2
as + bs
1 1
0 :
1
1 0
b b
b
b a
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Exercice 1061

Soit n € N, n =2, (a1,...,an_1,b1,...,bp_1) € C*"~2. Calculer le déterminant d’ordre n :
1 1 1 . 1
bl aq aq N aq
Dn — b1 bg a9 [N a9
b1 bg N bn,1 QAp—1

Exercice 1062
Soit n € N, n > 2, (a,b) € K2. Calculer le déterminant d’ordre n :

a+b b ... b
D,=1|"“ .
: . . b
a ... a a+bd
Exercice 1063
Mines-Ponts PSI 2017
Pour n e N, n > 2, et x € R, on pose
T 1 0 0
22
91
D,(z) = : B |
: . .1
" x2
n! 2!

Montrer que la fonction D,, est dérivable et calculer D/,. En déduire la valeur de D, (z).

Exercice 1064
Mines-Ponts MP 2016
Soit n € N*. Calculer le déterminant :

1 n n—1 2

1 n 3
3 2 1 4
n n—1 n—2 1

Exercice 1065

X MP 2007. Mines-Ponts MP 2017. Mines-Ponts PSI 201/. Mines-Ponts PC 2013. Centrale PSI 2017. CCP PSI
2013

Pour n > 2, on pose P, (X)=X" - X + 1.

1. Montrer que P, admet n racines distinctes z1,...,z, dans C.
2. Calculer
142 1 - 1
1 1+ V)
: - : 1
1 e 1 142z,

Exercice 1066
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Soit n € N* et (aq,...,a,) € C". Calculer det(A) ou:

ai az asz - Qnp

(¢2%) ayp a2 -+ QAp-1
A= n—-1 Qap Qa1 et Gp—2

as as Qa4 - aq

2im

olw=-¢en
n

Indication : considérer AQ) avec Q) = (w(i’l)(j’l))lg,, <
Exercice 1067

X - ESPCI PC 2018

Soit n € N, n > 2, et (ay,...,a,) € (Ri)n On pose:

al -1 0 0
1 a -1 :
1
D(ay,....an) =10 1 a4 0 et [a1,...,an] = a1 + T
as + I
-1 as + -+ 1
0 0 1 an p-1+ —
D n
Montrer que [a1, .. .,a,] = Dgal’ 4 ;
az, san

Exercice 1068

Mines-Ponts PSI 2021

Soit n e N, n > 2, et Ae M,(C).
Déterminer le rang de Com(A).

Exercice 1069
IMT PC 2011
Soit n € N*, (X,Y) € (M,1(C))2. Calculer det (I, + X'Y).

Exercice 1070

Mines-Ponts MP 2013. Mines-Ponts PSI 2005

Soit n € N*, A = (a@j)lgi}jgn S gﬁn(R), Al = (a;7j)1<i,j<n et B= (bi,j)lgi,jgn définie par bi,j = a5 — 1.
Montrer que:

det(B)=[1- Z a; ;| det(A).

,]
1<i,5<n

Exercice 1071

X MP 2016. Putnam 199/

Soit (A,B) € (M2(Z))? tel que, pour tout k € [0;4], A+ kB est inversible dans Ms(Z).
Montrer que A + 5B est inversible dans Ms(Z).

Exercice 1072
Mines-Ponts MP 201/. Mines-Ponts PSI 2014. Mines-Ponts PC 2016, Centrale PC 2005

1. Soit n e N, n > 2, C € M, (C) telle que:
VX € M, (C), det(C+ X) = det(C) + det(X).

Montrer que C = 0,,.
2. Soit n € N, n > 2, (A,B) € (M,(C))? tel que:

VX € M,(C), det(A+ X)=det(B+ X).

Montrer que A = B.
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3. Soit n € N, n > 2,(A,B) € (M,(C))? tel que:
VX € M,(C), det(A+X)=det(B+'X).

Montrer que A = B.

Exercice 1073
Mines-Ponts PC 2016. TPE MP 2014
Soit n € N*, A € M,,(C) de colonne Cy,...,C, et A’ € M, (C) de colonne C1,...,C} avec, pour tout k € [1,n],

C,=> C;
7k
Calculer det(A’) en fonction de det(A).

Exercice 1074
X MP 2007. Mines-Ponts MP 2019. Mines-Ponts PC 2014. Navale MP 2013. Navale PC 2017
Soit n € N*, (4,H) € (M,,(R))? avec rg(H) = 1.
Montrer que:
det(A + H)det(A — H) < det (A?).

Exercice 1075
Soit n € N* et (A,B) € (M,(R))2. On suppose que A% + B? = \/3(AB — BA) et que AB — BA € GL,,(R).
Montrer que n est un multiple de 6.

Exercice 1076
Soit n € N* et (A,B) € (M, (R))2. On suppose que A2 + B2 = 1(AB — BA) et que AB — BA € GL,,(R).
Montrer que A% + B? n’est pas inversible.

Exercice 1077
Mines-Ponts PC 201/
Soit n € N* et A € M,,(R). Montrer que det (A2 + I,,) > 0.

Exercice 1078
Soit n € N*, (p,q) € R? et (A,B) € (M, (R))2. On suppose que A et B commutent et que p? — 4q < 0.
Montrer que:

det (A* + pAB + ¢B?) > 0.

Exercice 1079

X MP 2015. Mines-Ponts MP 2014. Mines-Ponts PSI 2017.
Soit n € N* et (A4,B) € (M, (R))2.

1. Montrer que:

2. On suppose que A et B commutent.
a) Montrer que:
det (A* + B?) > 0.
Montrer que le résultat est faux si A et B ne commutent pas.
b) Montrer que:
Vp N, det(A* + B*) > 0.
¢) On suppose que det(A + B) > 0. Montrer que:

Vp €N, det (A*+!h 4+ B¥H) > 0.

Exercice 1080

Mines-Ponts MP 2017

Soit n € N*, (4,B) € (M,,(Z))?. On suppose que det(A) et det(B) sont premiers entre eux.
Montrer qu'il existe (U,V) € (M,,(Z))? tel que AU + BV = I,,.

Baptiste GORIN



DETERMINANTS 127

Exercice 1081
Soit n > 2 et (A4,B) € (M, (R))?. On suppose que A, B et A+ B sont inversibles et que:

Aty Bl =(A+B)
Montrer que det(A) = det(B).

Exercice 1082
Soit n € N*\ {1}. Montrer que 'application A € M,,(C) — det(A) € C est surjective et non injective.

Exercice 1083
Soit n € N* et A € M,,(C) telle que A% = —1,.
Montrer que n est pair.

2.4 Déterminants par blocs

Exercice 1084
TPE PC 2016

Soit N = (‘cl Z) € Ms(C) et M € M,(C).

aM bM

1. Montrer que P = (cM dM

) s’écrit comme le produit de deux matrices, la seconde étant diagonale par blocs.

2. En déduire det(P).

Exercice 1085
X - ESPCI PC 2016
Soit n € N*, (A,B) € (M,(C))?. Montrer que:

I, —A
det <§ I, ) = det(I,, + AB)

Exercice 1086

X MP 2013

Soit n € N* et (A,B,C) € (M,(C))3.
Montrer que:

A B
det (C AtC— B) = det(A + C) det(A — B).
En déduire que:
A B
det (B A) = det(A + B) det(A — B).

Exercice 1087
X MP 2013
Soit n € N*, K un corps commutatif et (A4,B) € (M,,(K))2. Montrer que:

A B
det (B A) = det(A + B) det(A — B).

Exercice 1088
Soit n € N*.
1. Soit (A,B) € (M, (C))%. Montrer que:
A B . .
det (—B A) = det(A +1B)det(A — iB).

2. Soit (A,B) € (M, (R))2. Montrer que:
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Exercice 1089
Soit n € N* et (A4,B) € (M,,(R))?. Montrer que:

A iB A iB
det <iB A) e Ry et det <—iB A) eR.

Exercice 1090
Soit (p,q) € (N*)?, A € GL,(C), B € M, 4(C), C € My,(C) et D € M,(C). Montrer que:

A B _
det (C D) = det(A)det (D — CA™'B).

Exercice 1091
Soit n € N*, (4,B) € (M,,(C))? et A € C. Montrer que:

det (Mzn - (?" _AB>> =det (A\*I,, + AB + A).

Exercice 1092

. A B . . . .. . .

Soit M = C D) une matrice carrée complexe inversible avec A et D elles aussi inversibles. On écrit M1 =
A B

( o D’) avec le méme découpage.

1. Trouver une relation entre det(M), det(D) et det(A’).

2. En déduire que:
det(A) det(A’) = det(D)det(D").

Exercice 1093
Soit n € N* et (A4,B,C,D) € (M, (C))* tel que C*D + D'C = 0,,.
1. On suppose que D € GL,(C). Montrer que:

A B ¢ "
det (C D) = det (AD+BC).

Montrer que, si D n’est pas inversible, alors cette égalité peut ne pas étre vérifiée .
2. Montrer que:

(det (é g))Z — (det (A'D + b'C))?.

2.5 Divers

Exercice 1094

IMT PSI 2009

Soit n € N*, E un R-espace vectoriel de dimension n et f € L(E) telle que f2 = —Idg.
Montrer que n est pair.

Exercice 1095

X - ESPCI PC 2016

Soit K un corps commutatif, (m,n) € (N*)%, m #n, A € My, .(K) et B € M,, 1 (K).
Montrer que det(AB) = 0 ou det(BA) = 0.
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CHAPITRE XII

REDUCTION DES ENDOMORPHISMES ET DES MATRICES CARREES

1 Valeurs propres et vecteurs propres. Polynéme caractéristique

Exercice 1096
Mines-Ponts PC 2016

Pour a € C, soit M(«) =

o = O
= O O

e
1 |. Déterminer les valeurs de a pour lesquelles M (a) posséde une valeur propre
0

de module 1.

Exercice 1097

Soit (p,q) € (N*)* et M € M, ,(R).

Montrer que ‘MM et MM ont les mémes valeurs propres non nulles.
Donner un exemple ot elles n’ont pas les mémes valeurs propres.

Exercice 1098
Soit n € N, A € Mg, +1(R). On suppose que les valeurs propres (dans C) de A sont de module 1 et que det(A4) = 1.
Montrer que 1 est valeur propre de A.

Exercice 1099
X ESPCI PC 2008
Soit A € M,,(R). Les matrices A et ‘A ont-elles le méme spectre? Ont-elles les mémes sous-espaces propres ?

Exercice 1100
Soit n € N* et A € M,,(C).
Montrer que tout vecteur propre de A est vecteur propre de tCom(A).

Exercice 1101

CCP PSI 2013

Soit A € GL5(R) telle que A% — 342 +2A4 =0 et tr(A) = 6.
Déterminer le polynéme caractéristique et le polynéme minimal de A.

Exercice 1102

Mines-Ponts MP 2016. CCP PC 2011

Soit A € GLg(R) telle que A3 — 342 + 24 =0 et tr(A) = 8.
Déterminer le polyndéme caractéristique et le polynéme minimal de A.

Exercice 1103 A
On admet que cos (;) ¢ Q.
Montrer qu’il n’existe pas de matrice A € GLo(Q) telle que A5 = I, et A* # .
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Exercice 1104

ENS MP 2018

Soit n € N, n > 2, (A,B) € (M,(R))?. On suppose que les valeurs propres de A et B appartiennent toutes a R%.
La matrice A + B peut-elle avoir une valeur propre dans R* 7

Exercice 1105
Mines-Ponts PC 2018

1 1 0 0
2 0 1
Soit n € N, n > 2. Déterminer le polyndéme caractéristique de A, = [ : © . . g
: 1
n 0 0
Exercice 1106
Mines-Ponts MP 2021
Soit n € N, n > 2, et (a1,...,an,21,---,2n) € C*. On pose:
a1+ 21 a1 a1 . a1
a2 as + 22 as e as
M = as as as + z3 . S MH(C)
: : ' ' an—1
Ap, Ay - Ay  Ap + 2n

1. Calculer le déterminant de M.
2. Montrer que le spectre de M est inclus dans la réunion des boules fermées de centre zi et de rayon n|ag|.

Exercice 1107
Mines-Ponts PC 2008
Soit n € N* et (A,B) € (M,,(C))?. Montrer que AB et BA ont le méme polynoéme caractéristique.

Exercice 1108
Soit n € N*, A € M,,(C) et B = (i i) € M, (C).

Exprimer le polynéme caractéristique de B en fonction de celui de A.

Exercice 1109

CCP PC 2011

Soit n € N*, A € M,,(C) telle que x4(0) # 0.

Montrer que A est inversible et exprimer x 4-1 en fonction de x 4.

Exercice 1110

ESCP Question courte 2006

Soit n > 2 et A € M,,(R) une matrice de rang 1.
Montrer que A + I,, ou A — I,, est inversible.

Exercice 1111
IMT PSI 2019
Soit E = CY(R,R), e; = cos, ez = sin et F' = Vect(eq,e2). Pour f € E, on note T la fonction définie par:

VEER, Ty(t) = (10f(0) — 6£/(0))er(t) + (12/(0) — 7/(0))ea(t).

Enfin, on considére I'application ¢ définie sur E par ¢(f) = Ty.
1. Montrer que e; et es sont linéairement indépendants.

2. Montrer que ¢ est un endomorphisme de E. Est-il injectif?
3. Montrer que ¢ = | est un endomorphisme de F'.

4. Donner les valeurs propres de 1.
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Exercice 1112
Centrale PC 2005
Déterminer les éléments propres de ’endomorphisme f de E défini par:

VP eR[X], f(P)=XP + P(1).

Exercice 1113

Soit ¢ : P € R[X] — (2X + 1)P — (X2 —1) P’
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R[X].
2. Déterminer les éléments propres de .

Exercice 1114

Soit ¢ : P € RIX] — (X3 + X) P’ — (3X% —1) P,
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R[X].
2. Déterminer les éléments propres de .

Exercice 1115
CCP PSI 201/
Soit A € GL,(R) et X € M,,1(R). Montrer que:

det (A—i—tXX) 3

YXATLX =
det(A)

Exercice 1116
Soit n € N* et T € M,,(C) telle que T? soit triangulaire supérieure de coefficients diagonaux deux & deux distincts.
Montrer que T est triangulaire supérieure.

Exercice 1117
Soit (A,B) € (M,,(C))2. Montrer que:

xa(B) € GL,(C) <= Sp(4)NSp(B) = @.

Exercice 1118
Mines-Ponts MP 2019

1. Soit n € N*. Montrer que:
V(At) € My(R) x Ry, det (4> +t,) > 0.

2. Soit n € N, impair. Montrer que —I,, n’est pas somme de deux carrés de M, (R).

Exercice 1119

X MP 2018. Mines-Ponts MP 2021. Mines-Ponts PSI 2017. Mines-Ponts PC 2015. Centrale PSI 2017. Centrale PC
2005. CCP PSI 2018

Soit n € N*, (A,B) € (M,(C))? avec AB — BA = A.

1. Calculer tr(A).

2. Montrer que A n’est pas inversible.

3. Montrer que:
Vk e N, A*¥B— BAF = kA"

4. Montrer que A est nilpotente.

Exercice 1120

X MP 201}. Mines-Ponts PC 201}

Soit n € N* et (A,B) € (M,(C))?. On suppose que AB? — B2A = B.
Montrer que B est nilpotente d’ordre impair.
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2 Diagonalisation

2.1 Diagonalisation des endomorphismes

Exercice 1121
IMT PC 2019
On considére C comme R-espace vectoriel. Soit f: z € C+—— iz + (1 —1)Z.

1. Quelle est la base canonique de C?
2. Montrer que f est R-linéaire. Donner sa matrice dans la base canonique.
3. L’application f est-elle diagonalisable?

Exercice 1122

CCP PC 2011

Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel de dimension finie et f € L(E). On suppose que f? est un
projecteur.

1. Montrer que sp(f) c {—1,0,1}.

2. Montrer que f est diagonalisable si, et seulement si, f3 = f.

Exercice 1123

Mines-Ponts PC 2005. CCP PSI 2010

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie, (f,u,v) € (£(E))?. On suppose qu’il existe (a,b) € ((C”‘)2 tel que, pour
tout k € {1,2,3}, f*¥ = aFu + bFv.

Montrer que f est diagonalisable.

Exercice 1124

IMT PC 2006

Soit n € N* et f € L (R") telle que Im(f — Idg=) N Im(f + Idg») = {Ogn }.
Montrer que f est diagonalisable.

Exercice 1125

Mines-Ponts MP 2016

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et f € £(E). On suppose que f? est diagonalisable & valeurs propres
strictement positives.

Montrer que f est diagonalisable.

Exercice 1126
Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie et f € GL(FE). On suppose que f? est diagonalisable.
Montrer que f est diagonalisable.

Exercice 1127

Mines-Ponts MP 2016

Soit n € N*, E un C-espace vectoriel de dimension n et f € £(E). On suppose que f? est diagonalisable.
Montrer que f est diagonalisable si, et seulement si, Ker(f) = Ker (f?).

Exercice 1128
IMT PSI 2016

1
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et s une symétrie vectorielle. On pose, pour u € L(E), ¢(u) = 5 (soutuos).

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de L(E).
2. Calculer > et en déduire un polynéme annulateur de .
3. L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable?

Exercice 1129

CCP PC 2018
Soit A = /})1 ;\)) avec A1 # Aa. On pose 4 : M € M, (R) — AM — M A.
2

Déterminer les éléments propres de 4.
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Exercice 1130
Soit ¢ lapplication définie par:

VM = (‘C‘ 2) € My(R), (M) = (d _b).

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de Ms(R).
2. Déterminer les éléments propres de .
3. L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable? Est-il inversible?

Exercice 1131
CCP PSI 2017
Soit ¢ Papplication définie par:

VM = (CCL Z) € Ma(R), o(M)= <2dc 2”) .

a

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de My (R).
2. Déterminer les éléments propres de .
3. L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable? Est-il inversible?

Exercice 1132
Mines-Ponts PC 2008
Soit ¢ Papplication définie par:

a b ¢ b ¢ f
VM= 1d e f|]eMs3C), pM)=1a e i
g h i d g h

Montrer que ¢ est un endomorphisme de M3(C). Est-il diagonalisable?

Exercice 1133
Mines-Ponts PC 2008

Soit n € N, n > 2, et ¢ : M,(C) — M,,(C) qui, & M € M, (C) de colonnes (C4,...

(C1,...,Cr) on, pour tout k € [1,n], C; = > C;.
iZh
Montrer que ¢ est un endomorphisme de M,,(C). Est-il diagonalisable?

Exercice 1134

Mines-Ponts PC 2019. CCP PC 2016

Soit n € N* et p: M € My, (R) — M + M.

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de M,,(R).
2. L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable?

Exercice 1135

Mines-Ponts MP 201/, Mines-Ponts PC 2017

Soit (a,8) € RZ et p: M € My, (R) — aM + B°M.

1. Montrer que ¢ est diagonalisable.

2. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de .
3. Calculer det(ip) et tr(p).

,Cr), associe M’ de colonnes

4. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que ¢ soit inversible auquel cas déterminer son inverse.

Exercice 1136
CCP PSI 2018
Soit n € N*; A € M,,(R), non nulle, et 4 : M € M, (R) — tr(AM)L,.

1. Exprimer % en fonction de ¢ 4.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que ¢4 soit diagonalisable, auquel cas déterminer ses éléments

propres.
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Exercice 1137

Centrale PC 2017. IMT PC 2016

Soit neN;n>2 et o: M € M,(C) — M — tr(M)I,.

1. Déterminer les éléments propres de ¢. L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable?

2. Déterminer sa trace, son déterminant et son polynéme caractéristique.

Exercice 1138

Mines-Ponts MP 2021. Mines-Ponts PC 2019. IMT PSI 2017. CCP PSI 2018
Soit n € N* et o : M € My(C) — M + tr(M)I,.

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme. Déterminer son rang.

2. Déterminer un polyndéme annulateur de ¢.

3. Déterminer I'inverse éventuel de .

4. Déterminer les éléments propres de .

Exercice 1139

CCINP PC 2019

Soit n € N*, A € M,,(R), non nulle, et ¢ : M € M, (R) — M + tr(M)A.

1. Montrer que Ker(p) C Vect(A) puis que ¢ est bijective si, et seulement si, tr(A) # —1.
2. Déterminer les valeurs propres de .

Exercice 1140

Mines-Ponts MP 2016. Mines-Ponts PSI 2021. Mines-Ponts PC 2021. CCINP MP 2021. CCP PSI 2017. CCP PC
2009

Soit n € N* et A € M,,(C) telle que tr(A) # 0. On pose w4 : M € M, (C) — tr(A)M — tr(M)A.

1. Montrer que ¢4 est un endomorphisme de M, (R).

2. Déterminer Ker(p4) et Im(pa).

3. Montrer que p4 est diagonalisable et déterminer ses éléments propres.

Exercice 1141

Centrale PC 2005. IMT MP 2013. IMT PSI 2017.

Soit A € M, (R). On définit w4 : M € M, (R) — tr(A)M + tr(M)A.
1. Déterminer le noyau et I'image de 4.

2. L’endomorphisme ¢ 4 est-il diagonalisable?

Exercice 1142
CCP PC 2010
Soit n € N* et ¢ ’application définie par:

VP e R,[X], (P)=P(—4)X + P(6).
Déterminer le noyau, I'image et les éléments propres de .

Exercice 1143

Mines-Ponts PC 2021. IMT MP 2018

Soit n €N, n>2, et p: PeR,[X]— (X?—X)P(1) + (X?+ X) P(—1).
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de F.

2. Déterminer Ker(y) et Im(yp).

3. Déterminer les éléments propres de .

Exercice 1144
CCINP PC 2021
Soit (Pg)ken la suite de polyndomes définie par:

X(X — k)k-1

Po=1, P =X et Vk>2 P,= I

1. Soit n € N*. Montrer que la famille (P)re[o,n] est une base de R, [X].
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2. a) Montrer que, pour tout n € N*, P/ (X)=P,_1(X —1).
b) Montrer que, pour tout n € N* et pour tout k € [1,n], pk (X) =Po_ip(X — k).
3. Soit n € N*. On note ®,, Iapplication @ € R, [X] — ©,(Q)(X) = Q(X) — Q'(X + 1).
a) Montrer que ®,, est un endomorphisme de R, [X].
Exprimer, pour k € [0,n], ®,,(Py) dans la base (Py)refo,n]-
b) Montrer que ®,, a une unique valeur propre et déterminer ’espace propre associé.
L’endomorphisme ®,, est-il diagonalisable?

4. Montrer que ®,, est un automorphisme de R, [X].
Calculer @, 1(Py) pour k € [0,n].

Exercice 1145

Mines-Ponts PSI 2015

Soit n e N*, ae€Ret ®: PeR,[X]+— Pla— X) € R,[X].

1. L’endomorphisme ® est-il injectif? Bijectif?

2. Déterminer les valeurs propres de ® et une base de vecteurs propres.

Exercice 1146

Mines-Ponts PC 2017. IMT PC 2018

Soit ¢ : P € R, [X] — (X2 —1) P/ — nXP.

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R, [X].
2. Déterminer les éléments propres de .

Exercice 1147
Déterminer les éléments propres de I'endomorphisme ¢ € £ (CV) défini par:

V(un)nen € (CNa @((un)nen) = (Unt1)nen-

Exercice 1148

X-ESPCI PC 2019. Centrale PC 2019

Soit n € N*, E un K-espace vectoriel de dimension n et f € L(E), diagonalisable.

Montrer qu’il existe a € E tel que (a,f(a),...,f" !(a)) soit une base de E si, et seulement si, f posséde n valeurs
propres distinctes.

2.2 Diagonalisation des matrices carrées

Exercice 1149

Mines-Ponts MP 2005

Soit n € N, n > 2, J € M,(R) la matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1.
Déterminer le rang, le polyndome minimal et le polynéme caractéristique de A.
Diagonaliser A.

Exercice 1150

IMT PC 2009

Soit n € N*, A € M,,(R), non nulle. On suppose que X (X + 2) est un polynéme annulateur de A.
Montrer que —2 est valeur propre de A.

Exercice 1151
Soit A € M3(R). On suppose que —1 et 1 sont des valeurs propres de A et que A* = A2
Montrer que A est diagonalisable.

Exercice 1152
Centrale PSI 2005
Soit « € C*. Calculer:

lim
n—-4oo

3|2 ~
R
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Exercice 1153
X - ESPCI PC 2019 (gt 1)
* q q(q +
Pour tout ¢ € R*, on pose A(q) <q(q . g >
1. Soit (p,q) € (R*)2 avec p # g. Les matrices A(q) et A(p) sont-elles semblables?
2. Méme question pour les matrices A’(q) = ¢~ 2A(q).
3. On considére les matrices B € M»(R) telles que B? = (A(q))?.
Combien parmi celles-ci ne sont pas semblables & A(q)?
Exercice 1154
ENSEA/ENSEIIE PSI 2021
-1 m m
SoitmeRetA,,=1 1 -1 0
-1 0 -1
La matrice A,, est-elle diagonalisable?
Exercice 1155
Mines-Ponts MP 2005. Mines-Ponts PC 2016
1 2 3 1 3 2
Montrer que les matrices |3 1 2] et |2 1 3| sont semblables.
2 3 1 3 2 1
Exercice 1156
IMT MP 2017
1 a b
Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur (a,b,c,d) € R* pour que la matrice M = [0 2 ¢ | soit
0 0 d

diagonalisable.

Exercice 1157
IMT PC 2018

SoitaeRet A=

Q@ 2 O
=]
O~

1. Donner le rang de A.
2. Pour quelles valeurs de a la matrice A est-elle diagonalisable?

Exercice 1158

CCP PC 2010
0 0 =z

Déterminer I’ensemble des z € C tels que | 1 0 0| soit diagonalisable.
100

Exercice 1159

Mines-Ponts MP 2016. Mines-Ponts PC 2016
0 0 =z

Déterminer I’ensemble des z € C tels que [ 1 0 0 ] soit diagonalisable.
1 10

Exercice 1160
0 z =z

Déterminer ’ensemble des z € C tels que [ 1 0 =z | soit diagonalisable.
1 1 0

Exercice 1161

CCP PC 2009
7 9 3
Soit A=[-8 —-11 —4
12 18 7
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1. Montrer que det(A — X1I3) = (1 — X)3.
La matrice A est-elle diagonalisable?
2. Montrer que A = I3 + N avec N? = 0,.

1
3. Déterminer la limite de —A™ quand n — +oo0.
n

Exercice 1162
Centrale PC 2005

a c b
Soit M =|c a+b c| e M3R).
b c a

1. Montrer que M est diagonalisable.
2. Déterminer a € R et J € M3(R) tels que M = als + ¢J + bJ>.
3. Déterminer les éléments propres de M.

Exercice 1163
CCP PSI 2016
1

0 2
SoitA=1[1 1 1
-1 0 -2

1. Diagonaliser A.
2. Soit (,3) € R2. La matrice a4 + BI3 est-elle diagonalisable?

Exercice 1164

IMT PC 2018
-1 0 1
Soit A=1[1 1 1
0 1 2

1. Calculer A%. La matrice A est-elle inversible?
2. Montrer que A est diagonalisable et donner ses valeurs propres.
3. Soit (a,b) € R2. On pose M(a,b) = alz + bA.
Montrer que M (a,b) est diagonalisable et donner ses valeurs propres.

Exercice 1165

IMT PC 2019
0 1 0

Soit J= [0 0 1].Pour (a,b,c) € C3, on pose M(a,b,c) = alsz+ bJ + cJ?.
1 0 0

1. Montrer que les matrices M (a,b,c) commutent entre elles.
2. Montrer que J est diagonalisable. Préciser ses éléments propres.

3. Soit (a,b,c) € C3. Montrer que M (a,b,c) est diagonalisable et préciser ses éléments propres.

Exercice 1166

IMT PC 2021
0 a a2
Soit a € R} et A = L0 1
1 1
L
a a

1. La matrice A est-elle diagonalisable?
2. Déterminer ses sous-espaces propres

Exercice 1167
Mines-Ponts PSI 2016

0 a b
. 1 0

Soit (a,b,c) € (R*)®. Etudier la diagonalisabilité de M = | 5 ¢
1 1

~ 200
b ¢
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Exercice 1168

IMT PSI 2016

Soit n € N* et A € M, (R) telle que 343 = A2 + A+ I,,.
1. Montrer que A est inversible et déterminer A=!.

2. A est-elle diagonalisable?

Exercice 1169
TPE PSI 2015

Soit n € N* et (A,B,C) € (M,(R))3. On suppose que C = A+ B, C?> =2A+ 3B et C3 =5A + 6B.

Montrer que A, B et C' sont diagonalisables.

Exercice 1170
TPE PSI 2017
Soit n € N*, C € M, 1(R) et L € M ,,(R), non nulles. On pose A =1I,, + CL.

1. Montrer que:
A? =2+ LC)A — (14 LC)I,.

2. La matrice A est-elle diagonalisable?

Exercice 1171

CC’PPC’20185
0o - 2
4
Soit A=12 0 -2
3
0o - 2
4

1. Diagonaliser A.
2. En déduire I'ensemble {M € M3(R)/ AM = MA}.

Exercice 1172
Centrale PC 2005

1 0 -1
Soit A= 0 1 0 |. Calculer A™ pour tout n € N*.
-1 2 1
Exercice 1173
5 1 -1
Soit A=12 4 -2
1 -1 3

1. Montrer que A est diagonalisable.
2. Calculer A™ pour tout n € N.

3. Soit (tn)nen, (Vn)nen et (wn)nen les suites définies par ug = vop = wo = 1 et:

Un+1 = DUy + Uy — Wy
Vn € N, Up41 = 2Uy, + 4v, — 2w,
Wpt1 = Uy — Vp + 3wy,

Exprimer u,, v, et w, en fonction de n.

Exercice 1174
Mines-Ponts PC 2017

-4 -6 0
1. Soit A= 3 5 0 |. Calculer A™ pour n € N.
3 6 -5
2. Soit (un)nen; (Vn)nen et (wy)nen vérifiant :
Upt+1 = —4du, — 6v,
Vn € N, Upt1 = Uy + duy,

Wp41 = 3Up + 6vy, — Wy,

Exprimer u,,, v, et w, en fonction de n, ug, vg et wg.
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Exercice 1175
Mines-Ponts PC 2019

-4 -6 0
Soit A=1| 3 5 0
3 6 5

1. Diagonaliser A.
En déduire une expression de A™ pour n € N.

Soit (Un)nen, (Vn)nen et (wn)nen trois suites réelles telles que (ug,vg,wo) € R et :

Up41 = —4u, + 6v,
Vn € Na Un+1 = 3uy, + Svup,
Wp41 = Uy, + 6V, 4 Swy,

Un
Pour tout n € N, on pose X,, = | v,
Wn,
2. Pour tout n € N, exprimer X,, en fonction de A, X et n.
3. En déduire les expressions de u,,, v,, w, en fonction de ug, vg, wo et n.

Exercice 1176
ENSEA PC 2016

11 1 1

. . 1 2 2 2 2
Déterminer les éléments propres de A = 3 3 3 3
4 4 4 4

Exercice 1177
CCINP PC 2019

a a a a
Pour a € R, on pose M, = L
a a a a
11 1 1

1. Déterminer le rang de M,.

2. La matrice M, est-elle diagonalisable?
Déterminer les éléments propres de M,.

3. Calculer MP? pour tout p € N.

Exercice 1178
Centrale PSI 2019
Soit E un R-espace vectoriel et f € L(E) tel que f? + f +Idg = 0.
1. Soit @ € E, non nul. Montrer que (a,f(a)) est une famille libre.
2. Soit (a,b) € E? tel que (a,b,f(a)) est une famille libre.

Montrer que (a,b,f(a),f(b)) est une famille libre.
3. On suppose que dim(E) = 4.

Montrer qu’il existe une base (eq,ez,e3,64) de E telle que ez = f(e1) et eq = f(e2).

Donner la matrice de f dans cette base.
Est-elle diagonalisable?

Exercice 1179
CCINP PC 2021
Soit M = (myp,q)1<p.g<n €6 B = (bp.q)1<p,q<n les matrices de M,,(C) définies par:

0 sip=gq
Y(p.g) € [1n]?, mpga=14 1 sip>g¢ et V(pg) € [1n]?, bpy=1.
—i sinon

1. a) Soit a = e'n. Que vaut a™?
b) Résoudre 'équation z™ = —1 dans C.
2. a) Montrer que (X —1,X +1) est base de C1[X].

Baptiste GORIN



XII REDUCTION DES ENDOMORPHISMES ET DES MATRICES CARREES 140

b) Pour A € C, on pose A(A\) = A\, — M et, pour tout z € C, P(z) = det(A(\) + zB).
Justifier qu il existe (a,b) € C? tel que, pour tout z € C, P(2) = a(z +1i) + b(z — i).

A \n A—i)"
¢) Montrer que, pour tout z € C, P(z) = %(2’ +1i) — %(2 —1i).
3. Soit A € C une valeur propre de M.
os(a)

c
Montrer qu'il existe o €]0,7[ tel que A =

sin(«)

et 'expliciter.

4. La matrice M est-elle diagonalisable?

Exercice 1180
CCINP PC 2019
Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n € N*, (ey,...,e,) une base de E et f 'endomorphisme de E tel que,
pour tout k € [L,n], f(ex) = > e;.
i#k

1. Montrer que f est diagonalisable.
2. Déterminer les valeurs propres de f.

Exercice 1181
Mines-Ponts MP 2019

Soit n € N*, Jp, = (0i.n41-j)1<ij<n €6 Ap = <§n LI]n)

Diagonaliser A,,.

Exercice 1182
Soit n € N*, (a,b) € R? et:

a 0 0 b
0 0
0 0
A, = 0 a b 0 | € Man(R).
: 0 b a 0 :
0 0
0 .- 0
b 0 - 0 a

Diagonaliser A,,.

Exercice 1183
CCINP MP 2021. CCP PC 2016
Soit n € N, n > 2. Déterminer les éléments propres de

o1 --- 1
A=|. . .| € M,(R).
1 0 0

Exercice 1184
X MP 2007. X-ESPCI PC 2008 Mines-Ponts MP 2017. Mines-Ponts PC 2016. CCINP PC 2019
Soit n € N, n > 2. Déterminer les éléments propres de

11 .01
1 0 ...0

A=1]. . .| € M,(R).
1 0 0
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Exercice 1185

IMT MP 2021

Soit n € N, n > 3, A € M,(R) composée de 1 sur la premiére ligne, la premiére colonne et la diagonale, les autres
coefficients étant nuls:

1 1 ... 1

1 1 0 0
A= 0

Lo . 0

1 0 ... 0 1

1. Montrer que 1 est valeur propre et déterminer le sous-espace propre associé.
2. Déterminer les autres sous-espaces propres.

Exercice 1186

IMT PSI 2016

Soit n € N, n > 3, et A € M,,(R) dont la premiére colonne, la premiére et la derniére lignes sont constituées de 1 et
le reste de 0.

1. Déterminer le rang de A puis le noyau et I'image de A. Qu’en déduit-on sur les valeurs propres?
2. Calculer A2. Montrer que, si A est valeur propre de A, alors A2 est valeur propre de A2.
3. En déduire les valeurs propres de A.

Exercice 1187
Mines-Ponts MP 2005. Mines-Ponts PC 2016. IMT PC 2019
Soit n € N, n > 2. Déterminer les éléments propres de

11 11
10 0 1
A= |1 = € M,(R)
10 0 1
11 11

Exercice 1188

CCINP MP 2019

Soit n € N*, (a,b) € C? et M € M,,(C) dont les termes diagonaux (respectivement non diagonaux) sont égaux a a
(resp. & b).

1. Calculer le polynéme caractéristique de M.

2. La matrice M est-elle diagonalisable?

3. Calculer le polynéme minimal de M.

4. Calculer le déterminant de I,, + M.

Exercice 1189
Mines-Ponts PC 2018

Soit n € N, n > 2. Déterminer le polynéme caractéristique de A =

Exercice 1190
X MP 2020
Soit n € N*, (A1,...,An) € C" et A = (a;5)1<i,j<n € Mn(C) telle que:

V(laj) € [[17”’]]27 Q4,5 = 1 si ] =1+1
0 sinon

Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que A soit diagonalisable.
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Exercice 1191
Soit n € N, n > 3, (ag,...,an) € C*1\{(0,...,0)} et f Pendomorphisme de C" dont la matrice dans la base canonique
est:

0 as ... Qp
as 0 ce 0
A=| . . .
a, 0 0
1. Déterminer le rang de f et une base de Im(f).
2. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur (as, ... ,a,) pour que la matrice A soit diagonalisable.

Exercice 1192
Soit n € N* et (aq,...,a,) € C". Calculer det(A) ou:

ay a as - (07%
Ay, ap Qaz -+ QAp—1
A=|-1 an air -+ Gp-2
as asz Q4 --- aq
Indication : considérer la matrice:
01 0 0
0 0 1 0
J = ; € M,(C)
0 0 O 1
1 0 0 0

Exercice 1193
Soit A € M3(R). On suppose que A est diagonalisable et tr(A) est non nulle.
Montrer que A est diagonalisable.

Exercice 1194
Mines-Ponts PC 2016
Soit n € N, n > 2. Existe-t-il (4,B) € (M,,(C))? tel que (AB — BA)?> = AB— BA et AB— BA#0,7?

Exercice 1195

Soit n € N, n >3, A € M, (K) telle que rg(A) =2, tr(A) =0et A— I, ¢ GL,(K).
1. Déterminer sp(A).

2. Montrer que A est diagonalisable.

Exercice 1196

X ESPCI PC 2011

Soit n € N*, a € C* et M = (m; ;)1<ij<n € Mn(C) avec, pour tout (i,5) € [1,n]?, m;; = a*~7.
1. La matrice M est-elle diagonalisable?

2. Déterminer les sous-espaces propres de M.

Exercice 1197

TPE PSI 2009. CCP PSI 2007 w

Soit n € N*, (a1,...,a,) € (C*)" et A = (a;;) € M,(C) telle que, pour tout (i,5) € [1,n]?, a;; = a—z.
J

Montrer que A est diagonalisable.

Exercice 1198
IMT PC 2018

Soit n € N* et A € M,(R) telle que A% = A? et tr(A4) = n.
Déterminer le polyndéme caractéristique de A et montrer que A = I,.
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Exercice 1199
TPE MP 2005

Soit n € N*. Déterminer les matrices A € M,,(R) telles que A% = A et tr(A4) = n.

Exercice 1200

CCP PSI 2013

Soit n € N* et A € M, (R) telle que A% + A% + A+ I,, = 0,,.
1. Montrer que A est inversible et déterminer son inverse.

2. Montrer que tr(A4) < 0.

Exercice 1201
CCP PC 2005

Soit n € N*. Déterminer les matrices A € M,,(R) telles que A3 — 242 + A =0, et tr(A) = 0.

Exercice 1202
CCP PSI 2017

Soit n € N*. Déterminer les matrices A € M,,(R) telles que A% — 442 — 44 = 0,, et tr(A) = 0.

Exercice 1203
Mines-Ponts PSI 2016. Mines-Ponts PC 2008. IMT PSI 2013

Soit n € N*. Déterminer les matrices A € M,,(R) telles que A° = A? et tr(A) = n.

Exercice 1204

CCP PSI 2014

Soit A € M3(R) telle que A% = 242 — 3A.
Montrer que A n’est pas inversible.

Exercice 1205

IMT MP 2013

Soit n € N* et A € M, (R) telle que A% = —2A.
Montrer que A est de rang pair.

Exercice 1206

Mines-Ponts MP 2013. Mines-Ponts PC 2017

Soit n € N* et A € M,,(R) telle que A% + A% + A = 0,.
Montrer que A est de rang pair.

Exercice 1207

Mines-Ponts PC 2018

Soit n € N* et A € M,,(R) telle que A%> = A — I,.
Montrer que det(A) = 1.

Exercice 1208

X - ESPCI PC 2019

Soit n € N* et A € M, (R) telle que A% = —A.
Monter que tr(A) = 0.

Exercice 1209

X - ESPCI PC 2017. Mines-Ponts PC 2017. IMT PC 2019
Soit n € N* et A € M, (R) telle que A% = —1,.

Déterminer tr(A) et det(A).

Exercice 1210

TPE MP 2005

Soit A € M, (R) telle que A3 = 4A.
Montrer que tr(A) est paire.
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Exercice 1211

CCINP PC 2019

Soit A € M, (R) telle que A* — 243 +2A42 =0,
Montrer que tr(A) est paire.

Exercice 1212

Mines-Ponts PC 2019

Soit n € N*, A € M, (R) telle que A* 4+ A3 +2A4%2 + A+ I, = 0,.
Montrer que l'entier n est pair et que —tr(A4) € N.

Exercice 1213

TPE MP 2005

Soit n € N* et A € M, (R) telle que A2 + A+ I, = 0,,.
Calculer tr(A) et det(A).

Exercice 1214

Mines-Ponts MP 2016. Mines-Ponts PSI 2019. Mines-Ponts PC 2019. TPE PSI 2016. CCP MP 2015. CCP PSI
2009. ENSEA PC 2011

Soit n € N* et A € M, (R) telle que A% = A + I,,.

Montrer que A est diagonalisable dans M,,(C) puis que det(A) > 0.

Exercice 1215
CCP MP 2017
Soit P = X° + X +1.
1. Montrer que P admet une unique réelle et que celle-ci est strictement négative.
2. Soit A € M;5(R) telle que A% + A + I15 = 0y5.
Montrer que det(A) < 0.

Exercice 1216

X - ESPCI PC 2018. Mines-Ponts PSI 2005. Mines-Ponts PC 2021. Centrale PC 2014. CCP MP 201}
Soit n € N, n > 2, A € M,(C) telle que rg(4) = 1.

1. Montrer que A est diagonalisable si, et seulement si, tr(A) # 0.

2. Montrer que A est diagonalisable si, et seulement si, A% # 0,,.

Exercice 1217

Mines-Ponts PC 2016. CCP PSI 2007

Soit n € N, n >3, A e M,(C) telle que tr(A) =0, rg(A) =2 et A™ #£ 0.
Montrer que A est diagonalisable.

Exercice 1218

IMT MP 2019

Soit n € N* et A € M,,(C). On suppose que A% — 24 est diagonalisable et que 1 n’est pas valeur propre de A.
Montrer que A est diagonalisable.

Exercice 1219

Mines-Ponts PSI 2021. Mines-Ponts PC 2018

Soit n € N*, A € M,,(R), diagonalisable, et B = A3 + A + I,,.
Montrer que A est un polynéme en B.

Qu’en est-il si A € M,,(C)?

Exercice 1220

X MP 2007. Mines-Ponts MP 2021

Soit A € My(Z). On suppose qu’il existe n € N tel que A™ = I5.
Montrer que A'?2 = I,.

Exercice 1221

Centrale PSI 2021. IMT PC 2021

Soit M € M, (R) telle que M? + M = I,.
Montrer que M est diagonalisable et symétrique.
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Exercice 1222
Mines-Ponts PC 2019

. . I, D . . . .
1. Soit D € M,,(C). Montrer que la matrice (O" I ) est inversible et déterminer son inverse.
n n

2. Soit A et B deux matrices diagonalisables de M,,(C) telles que sp(A4) Nsp(B) = &.

Montrer que, pour toute C' € M, (C), les matrices (64 g) et (64 05) sont semblables.

Exercice 1223
Centrale PC 2009

Soit n € N*. Les matrices <In I”) et (é" ?L) sont-elles diagonalisables?

Exercice 1224

X MP 2015. X - ESPCI PC 2014. Mines-Ponts MP 2016. Mines-Ponts PSI 2019. Mines-Ponts PC 2016. TPE MP
2016

Soit n € N* et A € M,,(C).

0 ﬁ) soit diagonalisable.
n

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur A pour que B = (
Exercice 1225
Mines-Ponts MP 2019

2
Soit n € N*, A € GL,,(C) et B = (Af}l 1;1)

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur A pour que B soit diagonalisable.

Exercice 1226
Mines-Ponts PC 2019

. . o . . 0, 1,
Soit n € N* et A € M,,(C). Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur A pour que la matrice B = (12 O”)
n

soit diagonalisable.

3 Trigonalisation

Exercice 1227

X - ESPCI PC 2011

1. Soient A et B deux matrices nilpotentes de M,,(C).
La matrice A + B est-elle nilpotente?

2. Soit A et B deux matrices de M, (C). On suppose que que A, B et A+ B sont nilpotentes.
Montrer que tr(AB) = 0.

Exercice 1228
CCP PC 2005
Soit n € N*. Déterminer les M € M,,(R) telles que M3 — 2M? + M = 0,, et tr(M) = 0.

Exercice 1229
X ESPCI PC 2011
Soit n € N* et M € M,,(C). Montrer qu’il existe A et B dans M,,(C), diagonalisables, telles que M = A + B.

Exercice 1230

CCP PC 2014

Soit n € N* et A € M,,(R) telle que A* =243 — 242,
Montrer que tr(A) est un entier naturel pair.

Exercice 1231
CCP MP 2018

Soit n € N* et A = (0; (I)") € Ms, (R).

1. Déterminer les valeurs propres de A
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a) en se ramenant a la définition de valeur propre et de vecteur propre;
b) en utilisant le polynéme caractéristique;
c¢) en utilisant le polynéme minimal.
2. La matrice A est-elle trigonalisable dans Mo, (R)?
3. La matrice A est-elle diagonalisable dans Ma,, (C)? Si tel est le cas, déterminer une matrice de passage P € GLo, (C).

Exercice 1232

Mines-Ponts PC 2017
2

0 1
Réduire A= 1 1 0
-1 1 3

Exercice 1233
X - ESPCI PC 2011
Comparer N' = {A € My(R) /A2 =0,} et T = {4 € Ma(R) /tr(A) = 0}.

Exercice 1234
Mines-Ponts PC 2016
Soit A € M3(C). Montrer que A et ‘A sont semblables.

Exercice 1235
X-ESPCI PC 2018. Mines-Ponts PSI 2016
Soit A € My(C). Montrer que A est semblable & —A si, et seulement si, tr(A) = 0.

Exercice 1236
X - ESPCI PC 2014. Mines-Ponts MP 2021
Soit A € M3(C). Montrer que A est semblable & —A si, et seulement si, tr(A) = 0 et det(A) = 0.

Exercice 1237

Mines-Ponts MP 2005

Soit n € N*, A € M,,(C).

Montrer que det(exp(A)) = exp(tr(A4)).

Exercice 1238
X - ESPCI PC 2008. Mines-Ponts MP 2016. Mines-Ponts PSI 2017. Mines-Ponts PC 2021

1. Soit n € N* et A € M,,(C).
Montrer que A est nilpotente si, et seulement si, pour tout k € [1,n], tr (A*¥) = 0.

2. Soit n € N* et (4,B) € (M,,(C))%. On suppose que AB — BA = A.
Montrer que A est nilpotente.

Exercice 1239

Mines-Ponts PC 2021

Soit (A,B) € (M,,(C))2. On suppose que AB = 0,,.

1. Montrer que A et B ont un vecteur propre commun.

2. En déduire que A et B sont trigonalisables dans une méme base.

4 Polynoémes d’endomorphismes, de matrices carrées

Exercice 1240
X ESPCI PC 2011

1. Soit P € C[X], de degré n € N*. Existe-t-il M € M,,(C) telle que P(M) = 0,7
2. Soit P € R[X], de degré n € N*. Existe-t-il M € M, (R) telle que P(M) = 0,7

Exercice 1241
Soit (A,B) € M2(R). Montrer que, si AB est une combinaison linéaire de A, B et I, alors il en est de méme de BA.
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Exercice 1242

Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel, (A,B) € (K[X])? et f € L(E).

On pose U = PGCD(A,B) et V. = PPCM(A,B).

Exprimer Ker(U(f)), Im(U(f)), Ker(V(f)) et Im(V (f)) a l'aide de Ker(A(f)), Im(A(f)), Ker(B(f)) et Im(B(f)).

Exercice 1243

Soit n € N* et (4,B) € (M,,(C))? tel que sp(A4) Nsp(B) = @.

1. Montrer que xa(B) € GL,(C).

2. Soit X € M,,(C). Montrer que AX = X B si, et seulement si, X = 0.

3. Montrer que, pour toute M € M, (C), il existe X € M,,(C), unique, telle que AX — XB = M.

Exercice 1244

X MP 2016. Mines-Ponts MP 2008. CCP MP 2015. CCP PSI 2018. ENTPE - EIVP MP 2015

Soit E un R-espace vectoriel, f € L(E) tel qu'il existe P € R[X] vérifiant P(f) = 0(g) avec P(0) = 0 et P'(0) # 0.
Montrer que E = Ker(f) @ Im(f).

Exercice 1245
X - ESPCI PC 2014

. 172 _ a b
Soit (a,b) €]0;1[% et M = <1 a1 b)'
Calculer M™ pour tout n € N.

Exercice 1246

TPE PSI 2016
010

Soit A=1[1 0 1
1 11
Montrer que, pour tout n € N*, A” est combinaison linéaire de A et A%, puis déterminer A”.

Exercice 1247
X - ESPCI PC 2014. Mines-Ponts PSI 2014

0 a a?
1

Soita e N*et A= | 0 a
11,
a? a

Calculer A™ pour n € N*.

Exercice 1248
Soit p € N, p > 2. Montrer que 1’équation

0 1
P _
=0 o)
n’a pas de solution dans My (C).

Exercice 1249
TPE PSI 2017
Soit n € N* et A € GL,,(C). Montrer que A~! € Vect (In,A, . ,A"‘l).

Exercice 1250

CCP MP 2021

Soit n € N* et A € M,,(C). On suppose que A™ = I,, et la famille (In,A, ... ,A”_l) est libre.
Montrer que tr(A) = 0.

Exercice 1251
Mines-Ponts MP 2017. Mines-Ponts PSI 201/
Soit K un corps commutatif, F' un K-espace vectoriel de dimension finie et f € L(E).
Montrer que:
fevVect ({ff/k>2}) <= E=ZKe(f)®Im(f).
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Exercice 1252
X MP 2020
Soit K un corps de caractéristique différente de 2, E un K-espace vectoriel et (u,v) € (L(E))? tel que u? = v? = Idg.
Montrer que:
Ker(uov —vou) = Ker(u+v) @ Ker(u —v).
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CHAPITRE XIII

ESPACES PREHILBERTIENS REELS

1 Produit scalaire. Norme

Exercice 1253

X PC 2020

Soit E un espace euclidien, x et y deux vecteurs non nuls de F.
Montrer que:

kS y‘
[zl lyll

1
o=l > 3 ma(lel )|

Exercice 1254
CCP PC 2018

Pour (P,Q) € (R3[X])?, on pose (P,Q) = kZi:O P(k)Q(k).

1. Montrer que (,) est un produit scalaire sur Ry[X].
2. Déterminer une base orthonormée de Ro[X].

Exercice 1255
CCINP PC 2021
On munit R[X] du produit scalaire défini par:

1
Y(PQ) € (RIX])?, (PQ)= / P(2)Q(a)d.

1. Calculer la norme de P, = /n(1 — X)™.
2. Montrer qu’il n’existe pas de polynéme T' € R[X] tel que, pour tout P € R[X], (T,P) = P(0).

Exercice 1256

Mines-Ponts PC 2016

Soit A et B dans M,,(R) telles que tr (A'A + ‘BB — 2AB) = 0.
Montrer que A = ‘B.

Exercice 1257
Dans M3(R), on pose:
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Exercice 1258
Mines-Ponts PC 2019
Soit n € N* et (A4,B) € (S,(R))?. Montrer que:

(tr(AB + BA))? < 4tr (A?) tr (B?).

Exercice 1259

CCINP PC 2021

Soit E un espace euclidien et (a,b) € E?. Pour tout € E, on pose f(z) = x — (a,z)b.
1. Montrer que f est un endomorphisme de E.

2. Montrer que f est bijectif si, et seulement si, (a,b) # 1.

Exercice 1260

Mines-Ponts PC 2019

Soit n € N* et A € M, (R) telle que A% = 0,,.

1. Montrer que Ker (A + tA) = Ker(A) N Ker (tA).

2. Montrer que A + "A est inversible si, et seulement si, Ker(A) = Im(A).

Exercice 1261

TPE MP 2014

Soit E un espace euclidien et f € L(E) tel que Im(f) C Ker(f).
Montrer que Ker (f + f*) = Ker(f) NnKer (f*).

Exercice 1262
ENS PC 2017. TPE PC 2019
Soit n € N* et A € A, (R). Montrer que A — I,, et A+ I, sont inversibles.

Exercice 1263

X PC 2005
A B

Soit n € N*, (A,B,C,D) € (M,(R))*, M = (C D) € Mz, (R) et J = <0 7 ) € M3, (R). On suppose que

‘MJIM = J.
Montrer que A et D appartiennent a GL,, (R).

Exercice 1264

X - ESPCI PC 2018

Soit n € N* et A € M,,(C) telle que A = A
Montrer que les valeurs propres de A sont réelles.

Exercice 1265
ESCP Question courte 2009

Soit n € N, n > 2, E un espace euclidien de dimension n et (eg,...,e,) une famille de vecteurs unitaires tels que:

V(ij) € Lol i # g llei—esll =1.

Montrer que (eq,...,e,) est une base de E.

Exercice 1266
Soit E un espace euclidien, (z1,...,x,) € E™ tel que:

v(Zh]) € [[lan]]Qa { 7é jv ||'731 - xj” = 2.

Montrer que, si B est une boule fermée de rayon R contenant x1,...,r,, alors R > /2
n

n—1
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2 Orthogonalité. Projecteurs orthogonaux

Exercice 1267
X - ESPCI PC 2021. Mines-Ponts MP 2021. TPE PC 2019
Soit (E,(-,-)) un espace préhilbertien réel, n € N* et (ey,...,e,) € E™ tel que:

Vi € [1n], ekl =1 et Ve e E, Z(%%)Z = ||=|?.
k=1

Montrer que (eq,...,e,) est une base orthonormale de E.

Exercice 1268
Soit (E,{-,-)) un espace vectoriel euclidien, F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.
Montrer que F* et G+ sont supplémentaires dans FE.

Exercice 1269

Mines-Ponts PSI 2017

Soit F un espace euclidien, F' et G deux sous-espaces vectoriels de F.

Montrer que F et G sont supplémentaires orthogonaux si, et seulement si, on a:

vee E, |z|? = (d(z,F))? + (d(z,G))>.

Exercice 1270
X - ENS PSI 2016. Mines-Ponts MP 2018. Mines-Ponts PC 2017
Soit (E,(,)) un espace euclidien et f : E — E une application telle que:

V(zy) € B*, (f(x).f(y)) = (z.y).

1. Montrer que 'image d’une base orthonormée de F par f est une base orthonormée.
2. Montrer que I'application f est linéaire.

Exercice 1271

CCP PC 2016

Soit (E,(,) un espace euclidien et f € L(FE) tel que, pour tout = € E, (f(x),x) = 0.
1. Montrer que, pour tout (z,y) € E?, (f(y),z) = —(f(z),y).

2. Comparer Ker(f) et orthogonal de Im(f).

Exercice 1272
Navale PSI 2017
Soit E un espace euclidien et u € L(E) tel que:

Ve e B, (u(z)x)=
Montrer que E = Im(u) @ Ker(u).

Exercice 1273

TPE PC 2016

Soit (E,{,)) un espace euclidien, r et p deux projecteurs orthogonaux de E.
Soit A une valeur propre non nulle de p o r associée au vecteur propre u.

1. Montrer que u est dans Im(p) et que r(u) — Au est dans (Im(p))*.

2. Montrer que A|jul|? = |7 (u)|?.

3. Montrer que A € [0;1].

Exercice 1274

Mines-Ponts PSI 2019. CCP PSI 2017

Dans R? muni de son produit scalaire canonique, déterminer la matrice dans la base canonique B de la projection
orthogonale p sur le plan P d’équation x — 2y + 2z = 0.
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Exercice 1275
TPE PC 2018
On munit Ms(R) du produit scalaire défini par :

V(A,B) € M3(R)?, (A,B)=tr(*AB).

Soit F — {(_ab b) € Ma(R) / (ab) € R?}.

a
. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de Ma(R).
. Donner une base de F*.

1
2
3. Déterminer le projeté orthogonal de J = (1 1) sur Ft.
4. Calculer la distance de J a F.

Exercice 1276
Mines-Ponts PC 2021

1 11
Soit X=10 1 1
0 01

1. Montrer que 'application :
¢: (A,B) € (M3(R))* — tr (*AB)

définit un produit scalaire sur M3 (R).
2. Montrer que S3(R) et A3(R) sont supplémentaires orthogonaux pour ce produit scalaire.

@

Déterminer le projeté orthogonal de X sur Ss(R).
4. Déterminer la distance de X a S3(R).

Exercice 1277
CCP PSI 2018

1
1. Montrer que (P,Q) = / P(t)Q(t)dt est un produit scalaire sur Ry[X].
-1

2. Déterminer la projection orthogonale de X2 + X + 1 sur F = {P € Ry[X]/ P'(0) = 0}.

Exercice 1278
CCP PSI 2018
Soit n € N*. On munit R,[X] du produit scalaire défini par:

V(PQ) € (Ru[X])?, (PQ) =) arby
k=0

ot P=Y arXFet Q=Y b XF.
k=0 k=0
Déterminer la projection orthogonale de 1 sur H = {P € R, [X]/ P(1) = 0}.

Exercice 1279
Mines-Ponts PSI 2016. Mines-Ponts PC 2019. CCP MP 201%

Soit n € N, (ap, .. .,an) € R™ et @ : (PQ) € (Ru[X])? — > Plar)Q(ax).
k=0

1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur ag, . ..,a, pour que ® soit un produit scalaire.

2. La condition précédente étant satisfaite, donner une base orthonormée pour ce produit scalaire.

3. Soit Q € R,[X]. Calculer la distance de Q & H = {P eR,[X]/ > Plar) = O}.
k=0

Exercice 1280
IMT PC 2018
Soit A, (R) et S,,(R) Pensemble des matrices antisymétriques et symétriques de M, (R).

St A = (aij)i<ij<n b B = (bij)i<ij<n, onpose (A,B) = > ai;b;;.
1<ij<n

Cette application définit un produit scalaire sur M, (R).
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1. Montrer que A, (R) et S, (R) sont supplémentaires orthogonaux.
2. Soit M = (mi j)i<i,j<n € Mp(R). Déterminer la distance de M a A, (R).

Exercice 1281
IMT PC 2018 L

Soit E = C%([0;1],R). Pour (f,g) € E?, on pose (f,g) :/ (fg+ f'9).
On définit F = {f € B/ f(0)= f(1) =0} et G = {f € B/ /" = f}.

1. Montrer que (,) est un produit scalaire sur E.

2. Donner une base orthonormée de G.

3. Montrer que F' et G sont supplémentaires orthogonaux.
4. Donner I'expression de la projection orthogonale sur G.

Exercice 1282
TPE PC 2019. EIII/'P PC 2017

Calculer inf (t2 —at — b)2 dt.
(a,b)eR? Jq

Exercice 1283
X MP 2018

Calculer inf (t2 —at — b)2 dt.
(a,b)eR? J_4

Exercice 1284
Mines-Ponts PC 2?18
2
Calculer inf / (\/7? —at — b) dt.
0

(a,b)eR?

Exercice 1285
Mines-Ponts PC 2021. CCP PSI 201}

1
Calculer inf / (t3 —at® — bt — 0)2 dt.
(a,b,c)€R3 Jq

Exercice 1286
Mines-Ponts MP 20117

Calculer inf / (t4 —at® — bt — 0)2 dt.
(a,b,c)eR J_¢

Exercice 1287

Calculer inf / (tIn(t) — at — b)3dt.
(a,b)eR? Jq

Exercice 1288

CCINP PC 2019

Soit E = C°([0;1],R). Soit h : z € [0;1] — xIn(x) et, pour n € N, P, : z € [0;1] — z". Pour (a,b) € R?, on pose
fap :® € [0;1] — 22(In(x) — a — bx)>.

Soit enfin F' = Vect(P;,P;). On munit ' du produit scalaire défini par:

V(f.9) € E? <f,g>=/0 f(t)g(t)dt.

1. Justifier que, pour tout (a,b) € R?, f,, € E.
2. Montrer que h € E. Calculer, pour n € N, (h,P,).
3. Calculer (P1,P2), ||Pi|| et || P]-
P, — pP;
4. Trouver (A\,n) € R? tel que Q1 = APy et Q2 = ﬁ forment une base orthonormée de F'.
2 — pi

Donner I'expression de la projection orthogonale de h sur F' en fonction de @)1 et Q3. On notera g ce projeté.
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5. On propose une autre methode pour déterminer g.

1 1
Chercher g = aP; + bP» tel que / z(h—g)(x)de =0= / 2*(h — g)(z)dz.
0 0

1
6. Calculer inf / 2*(In(z) — a — bx)*da.
(a,b)eR? Jq

Exercice 1289

Mines-Ponts PC 2?1’7

Calculer inf / t2(In(t) — at — b)?dt.
(a,b)eR? Jq

Exercice 1290
CCP PSI 2005

Calculer inf / (In(t) — at — b)?dt.
(a,b)eR? Jq

Exercice 1291

CCINP PSI 2019

1

Siot E = €([0; 1],R). Pour tout (f,g) € E2, on pose (f,g) = / F(D)g(t)dt.
0

1. Montrer que (-,-) est un produit scalaire sur F.

1
2. Calculer / t" In(¢t)dt pour tout n € N.
0

3. Soit F = {z+—azx+b/(ab) € R*} et u € E telle que u(z) = zIn(x) pour tout z €]0; 1].

Déterminer le projeté orthogonal de u sur F.
1

4. Déterminer inf (at + b — tIn(t))*t%dt.
(a,b)eR?

Exercice 1292
Mines-Ponts PC 2016. CCP PSI 2016

Pour (P,Q) € (R[X])?, on pose (P,Q) = / P(t)Q(t)e 'dt.
0
1. Montrer que cette application définit un produit scalaire sur R[X].

—+oo
2. Déterminer inf / (t2 —at — b)2 e~ tdt.
(a,b)eR? Jq

Exercice 1293
Mines-Ponts PSI 2018 oo
Soit f: (z1,...,2,) € R® — / e " (1+ ot +---+ a?nt”)Q dt.

0
Montrer que f admet un minimum sur R” et le déterminer.

Exercice 1294
Mines-Ponts MP 2019. Mines-Ponts PC 2017. IMT PSI 2018. TPE PSI 2017.
Soit (E,(,)) un espace préhilbertien réel de norme || - ||.

1. Soit p un projecteur de E.
Montrer que p est un projecteur orthogonal si, et seulement si, on a:

Ve e E, |[p(@)| <.

2. Soit p et q deux projecteurs orthogonaux de F.
a) Montrer que p o ¢ est un projecteur de F si, et seulement si, po g = qo p.
b) Montrer que sp(po q) C [0;1].
¢) On suppose que E est un espace euclidien de dimension n.
Montrer que p o q est diagonalisable.
d) Montrer que le résultat précédent n’est plus vrai si p et ¢ ne sont pas orthogonaux.
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3 Automorphismes orthogonaux. Matrices orthogonales

Exercice 1295

Mines-Ponts PC 2019

Soit n € N* et A € GL,,(R) telle que *"AA = A"A.
Montrer que ‘A~*A4 € O, (R).

Exercice 1296
Soit n € N* et A = (ai ;j)1<i,j<n € On(R). Montrer que:

Z |ai,j| < n\/ﬁ

1<i,j<n
Etudier le cas d’égalité.

Exercice 1297
Mines-Ponts MP 2013. Mines-Ponts PC 2019. IMT MP 2013. CCP PSI 2005. CCP PC 201}
Soit n € N* et A = (a; )1<i,j<n € On(R). Montrer que:

Exercice 1298
Mines-Ponts PC 2016

Soit (n,p) € (N*)?, A € M, (R), B € M, ,(R), C € Mp,(R), D€ M,(R). On suppose que (é g) € Opyq(R).
Montrer que (det(A))? = (det(D))?.

Exercice 1299
On munit M,,(R) du produit scalaire canonique :

V(A,B) € (M,(R))?, (A,B)=tr(‘AB).

1. Déterminer 'orthogonal du sous-espace vectoriel F' des matrices de trace nulle.

1L
2. Donner la décomposition d’une matrice M sur F @ F+.

Exercice 1300

Mines-Ponts PC 2016

Soit n € N*, (4,B) € (O,(R))? et X €]0;1].

Donner une condition nécessaire et suffisante sur (4,B) pour que AA + (1 — A\)B € O,(R).

Exercice 1301

CCINP PC 2019

Soit (E,(,)) un espace euclidien et g un automorphisme orthogonal de E. On pose f = g — Idg. Soit y € Im(f).
Montrer que y est dans 'orthogonal de Ker(f). En déduire que (Im(f))+ = Ker(f).

Exercice 1302
CCP PC 2016
On considére une matrice A antisymétrique appartenant a M,,(R) et on considére les matrices M = I, + A et
N =1, — A. Soit X € M, 1(R).
1. Calculer t(tX AX ) et en déduire que "X AX = 0.
2. Montrer que si A posséde une valeur propre réelle, alors celle-ci est égale a4 0. En déduire que M et N sont inversible.
3. Montrer que M et N commutent, que M et N~ commutent.

On pose W = M N~'. Montrer que W est une matrice orthogonale et que —1 n’est pas valeur propre de W.
4. Soit U € O,(R) dont —1 n’est pas valeur propre.

Montrer qu’il existe une unique matrice antisymétrique A € A, (R) telle que U = (I,, — A)(I,, + A)~L.
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Exercice 1303
Mines-Ponts PC 2019
Soit n € N*. On note A, (R) 'ensemble des matrices antisymétriques réelles de taille n.

1. Soit A € C une valeur propre de A € A,,(C).

En considérant X AX ou X est un vecteur propre associé a la valeur propre A, montrer que A € iR.
2. Pour A € A,(R), on pose ®(A) = (I, — A)(I, + A)~L.

Montrer que ® réalise une bijection de A, (R) sur {Q € O,(R)/ — 1 ¢ sp(N)}.

4 Endomorphismes symétriques. Matrices symétriques

Exercice 1304
Mines-Ponts PSI 2017. Mines-Ponts PC 2017
Déterminer les matrices réelles antisymétriques et nilpotentes.

Exercice 1305

Soit n € N. On note J,, € M, (R) la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf ceux d’indices (i,n + 1 — ¢) pour
i € [1,n], qui sont égaux a 1.

On pose:

Jn  In
A, = (In Jn> € Mgn(R)

1. Justifier que la matrice A,, est diagonalisable.
2. Déterminer le polyndéme caractéristique de A,,.

Exercice 1306
CCP PSI 2018

Pour n € N*, soit J,, € M, (R) dont les coefficients sont tous égaux a 1 et A, 11 = In | e M1 (R).

. Justifier que A, ;1 est diagonalisable.
. Diagonaliser J,.
. Décrire les vecteurs du noyau de A,,;1 en fonction de ceux du noyau de J,,.

N R R

. Diagonaliser A, 1.

Exercice 1307

CCINP PC 2019

Soit n € N*, A = (a;;)1<i,j<n € Mn(R) avec, pour tout k € [1,n — 1], ag k1 = ax+1,k = 1, les autres coefficients
étant nuls.

1. Montrer que, pour tout A € R, rg(A — Al,,) > n — 1.

2. En déduire que A posséde n valeurs propres distinctes.

Exercice 1308
Mines-Ponts MP 2021
Soit n € N, n > 2, (a1,...,a,) ER™ et (by,...,bp—1) € (R*)"_l.

ai bl 0 [N 0
b1 ag bg :
Montrer que la matrice M = | by a3 - 0 posséde n valeurs propres distinctes.
bn—l
0 0 bn—l ap

Exercice 1309
ENSEA PSI 2009
Soit n € N*. Déterminer les matrices A € S,,(R) telles que A3 — A2+ A —1,, =0,
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Exercice 1310
X - ESPCI PC 2016
Soit n € N* et A € S,,(R), semblable & son inverse. Montrer que tr (4%) > n.

Exercice 1311
ESCP Question courte 2005
Soit A et B deux matrices symétriques réelles telles que

A+ B*=A+ B =2I,.
Que peut-on dire de A et B?

Exercice 1312

Mines-Ponts PC 2005

Soit A € M,,(R) telle que sp (A'A — 'AA) C R;.
Montrer que A'A = *AA.

Exercice 1313

TPE PC 2018
Soit n € N*, A = (a;,j)1<i,j<n € Sn(R) et A1,... A, ses valeurs propres (éventuellement répétées).
Montrer que:
n
2 2
> ali =D N
1<i,j<n k=1

Exercice 1314
X - ESPCI PC 2016
Soit (E,(,)) un espace euclidien, v un endomorphisme symétrique de E de spectre ordonné A; < -+ < Ay,.
Montrer que:
Ve e B, Mlz|? < (u(@).a) < Anllz]f.

Exercice 1315
Mines-Ponts PC 2019
Soit n € N* et A € S,,(R). Montrer que:
(tr(A))? < rg(A)tr (A%).

Exercice 1316
X MP 2018. X - ESPCI PC 2017
Soit n € N* et A € M,,(R). Montrer que A*A et “AA sont semblables.

Exercice 1317
Mines-Ponts PC 2005
Soit n € N*. Déterminer les matrices A € S,,(R) telles que A® = I,,.

Exercice 1318

CCP PSI 2006

Soit n € N*, A € §,(R).

Montrer qu'il existe P € R[X] tel que A = P (A43?).

Exercice 1319

Mines-Ponts MP 2005. Mines-Ponts PSI 2018. Mines-Ponts PC 2019. CCP PSI 2018. TPE MP 2005. CCINP PC
2021

Soit n € N*, A € M,(R) telle que A'AA = T,,.

1. Montrer que A est symétrique.

2. Déterminer toutes les matrices A solutions.
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Exercice 1320

CCP PC 2013

Soit n € N* et A € M,,(R). On suppose que A + ‘A est nilpotente.
Montrer que A est antisymétrique.

Exercice 1321
CCINP PC 2019
Soit A = (ai j)1<i,j<n € Sn(R) telle que rg(A — I,,) = n — 1. On suppose que:

V(i,5) € [L,n]?, a;; >0 et Vie[ln], ai1+...+ai, =1

1. Montrer que Ker(A — I,,) = Vect (t(l, . ,1)).

2. Montrer que, pour tout X € M,, 1(R), ||[AX]| < [|X] ou Ht(yl, TS Wax. Yk |-
3. Soit A € sp(A). Montrer que |A| < 1.
4. On pose B=A+ 1, = (bij)i<i,j<n-
a) Montrer que:
n
Vi€ [In], bii> Y bij
j=1
J#i
b) En déduire que B est inversible.
5. Montrer que la suite (AP) peN converge vers une matrice R semblable & diag(1,0,...,0).
1 ... 1
6. Montrer que R = %
1 ... 1

Exercice 1322
Soit n € N*, (A4,B) € (M,(R))2. On note a et 3 les plus grandes valeurs propres de ‘AA et ‘BB respectivement.
Montrer que, pour tout A € sp(AB), A? < af.

Exercice 1323
Mines-Ponts PSI 2021 1

Soit n € N* et A € M,,(R). On note « et S les plus petite et plus grande valeurs propres de S = 3 (A + tA).

1. Montrer que:
VX e M, 1(R), XSX ='XAX

puis que:
VX € M, 1(R), o'XX <'XAX < B'XX.

2. En déduire que les valeurs propres de A appartiennent a Uintervalle [«,[].

Exercice 1324

X PC 2001

Soit n € N* et (A,B) € (S,J{(R))Z. On ordonne les valeurs propres 0 < A\ <--- < A, de Aet 0 < py < -+ < iy de B.
Montrer que:

tI‘(AB) < Z}\kuk.
k=1

Exercice 1325
Soit n € N, n > 2, F un espace euclidien de dimension n, a € F un vecteur unitaire, £k € R et f l'application de F
définie par:
f(@) =z + k{a,x)a.
1. Montrer que f est un endomorphisme symétrique de E.
2. Déterminer les éléments propres de f.
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Exercice 1326
Soit n € N, n > 2, (E,{,)) un espace euclidien de dimension n, (a,b) € E? avec a et b unitaires et (a,b) libre, et f
I'application de E définie par:
f(z) = (a,x)a + (b,x)b.
1. Montrer que f est un endomorphisme symétrique de FE.
2. Détermer les éléments propres de f.

Exercice 1327

Mines-Ponts MP 2013

Soit n € N* et (A,B) € ST (R) x M, (R) tel que AB + BA =0,
Montrer que AB = BA = 0,.

Exercice 1328

CCINP PC 2019

Soit n € N, n > 2, (F,(-,-)) un espace euclidien de dimension n, a et b deux vecteurs unitaires de E tels que la famille
(a,b) soit libre et f lapplication définie par:

Ve e E, f(x)={a,x)b+ (bx)a.

1. Montrer que f est un endomorphisme symétrique de E.
2. Déterminer le noyau de f.
3. Déterminer les éléments propres de f.
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CHAPITRE XIV

TOPOLOGIE DES ESPACES

VECTORIELS NORMES

1 Normes. Espaces vectoriels normés

Exercice 1329
ENSEA PC 2002
Soit E un K-espace vectoriel et N : E — R telle que:

o Vx e E\ {0}, N(z) >0

e N(0)=0

o VA €K, V(z,y) € B2, N(Az +y) < |[AN(x) + N(y).
Montrer que N est une norme.

Exercice 1330
Soit E¥ un K-espace vectoriel, N1 et Ny deux normes sur F.
Montrer que N = /N + N3 est une norme sur E.

Exercice 1331
CCP PSI 2006

Soit n € N*, (ay,...,a,) € R® et N : R® — R DPapplication définie par N(z1,

n

,xn) = Z ak|xk|.

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a1, ...,a, pour que N soit une norme sur R".

Exercice 1332

Soit (E,|| - ||) un espace vectoriel normé et f un endomorphisme de E. On définit Papplication N sur F en posant

N(z) = [[f(2)]-

Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que NN soit une norme sur F.

Exercice 1333
Pour P € C[X], on pose N(P) = sup{|P(2)|/|#| = 1}.
1. Montrer que N est une norme sur C[X].

2. Soit n € N* et A,, Pensemble des polyndomes unitaires de degré n de C[X|] prenant la valeur 1 en 0.

Déterminer la borne inférieure de N sur A,,.

Exercice 1334

Montrer que, sur le Q-espace vectoriel QQ [\/ﬂ = {a + b2/ (ab) € Q2}7 les normes N7 et Ny définies par:

Ny (a—l—b\@) = ‘a—&—b\/i‘ et N (a—l—b\/i) = |a| + |b]

ne sont pas équivalentes.
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Exercice 1335
Centrale PC 2010

Soit a € R et E =R[X]. Pour P € E, on pose N,(P) = |P(a)| + max |P’(z)].
xe|—1;

1. Montrer que N, est une norme.
2. Soit (a,b) € [~1;1]%. Montrer que N, et N, sont équivalentes.
3. Quediresia € [-1;1] et b> 17

Exercice 1336

Mines-Ponts MP 2019

Soit E = C*([0; 1],R).

1. Pour tout f € E, on pose N(f) = |f(0)] + || f/]|oo-
a) Montrer que N est une norme sur E.
b) Comparer les normes N et || - ||oo-

1
2. Pour tout f € E, on pose N'(f) = |f(0)] +/0 |f/(t)|dt.

a) Montrer que N’ est une norme sur E.
b) Comparer les normes N’ et || - || co-

Exercice 1337
CCP PC 2010

1
Soit E' = C([0;1],R) et, pour tout f € E, N(f) = / |f()]e*dt.
0
1. Montrer que N est une norme sur FE.

2. Les normes N et || - || sont-elles équivalentes?

Exercice 1338

Soit E = {f € C*([0;1],R) / f(0) = f(1) =0} et, pour tout f € E, N(f) = /0 (f"(t))%dt.

1. Montrer que N est une norme sur F.
2. Les normes || - ||o et N sont-elles équivalentes?

Exercice 1339
Mines-Ponts MP 2016. IMT PC 2018
Soit E = C'([0;1],R). Pour f € E, on pose:

N(f) = \/(f(O))2+/0 (f'(t))2dt.

. Montrer que N est une norme sur F.

. Montrer que, pour tout f € E, ||f|lee < V2N(f).

. Existe-t-il a € R% tel que, pour tout f € E, N(f) < al|f[ls?

. La norme N et la norme préhilbertienne canonique sont-elles équivalentes sur E7

W N =

Exercice 1340

Mines-Ponts MP 2021

Soit E I’espace vectoriel des fonctions de classe C! sur [0;1] et telles que f(0) = 0.
On considére 'application Ny définie sur F par:

VieE, N(f)=If+flw

1. Montrer que N; est une norme sur E et que (E,N7) est un espace de Banach.

2. Soit N3 la norme de E définie, pour toute f € E, par Na(f) = || flloo + ||l co-
Montrer que les normes Ny et No sont équivalentes.
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Exercice 1341
Mines-Ponts MP 2021
Soit E = {f € C*([0;1],R) / f(0) 0) =0}.
Pour toute f € E, on pose N(f ) = Hf” +2f" + flloo-
1. Montrer que N est une norme sur FE.
2. On fixe f € E et on pose g = f" +2f + f.
Exprimer f en fonction de g.
3. Montrer qu'il existe a € Ry tel que, pour toute f € E, || f|lco < aN(f).
4. Les normes || - || et N sont-elles équivalentes?

Exercice 1342
Mines-Ponts MP 2021
Soit n € N, n > 2. Existe-t-il une norme N sur M, (R) telle que, pour tout (A,B) € (M, (R))?, N(AB) = N(A)N(B)?

Exercice 1343
X MP 2016. Mines-Ponts PC 2015
Soit n € N, n > 2. Montrer qu'’il n’existe pas de norme || - || sur M,,(R) telle que:

VA € Mu(R), VPe€GL,(R), |P'AP| =|A].
Exercice 1344
Soit E = C([0;1];R), ¢ € E et N, application définie sur F par:

VfeE, Ne(f)=Ifello-

1. Montrer que N,, est une norme sur E si, et seulement si, 'intérieur de ¢~ *({0}) est vide.
2. Montrer que les normes N, et || - || sont équivalentes si, et seulement si, ¢~!({0}) = @

2 Suites d’un espace vectoriel normé

Exercice 1345 .
Soit E = R[X]. Si P= 3" a; X, on note:
k=0

k=1

Z% et No(P)= sup |P(z)].
=1 3:6[0,%]

1. Montrer que Ny et Ng sont deux normes sur F.
2. Montrer que xr My 1t xn 220,

Exercice 1346

TPE PSI 2018
—+oo

Pour P € R[X], on pose Ni(P) = Y |P® (0)] et No(P) = sup |P(x)].
k=0 ze[-1;1]

1. Montrer que Nj et N sont des normes sur R[X].

1
2. Pour tout n € N*, on pose P, = —X".
n

Etudier la convergence de la suite (P,)nen+ pour les normes Ny et Ns.

Exercice 1347

Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie, (u,v) € E?, (un)nen €t (vn)nen deux suites convergeant vers u
et v respectivement. On suppose que, pour tout n € N, u,, et v, sont colinéaires.

Montrer que u et v sont colinéaires.

Exercice 1348

Mines-Ponts PC 2019

Soit n € Ny, n > 2, (Ag)ken et (Bg)ren deux suites de M, (R) convergeant respectivement vers A et B. On suppose
que, pour tout k € N, Ay et By sont semblables.

Les matrices A et B sont-elles semblables?
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Exercice 1349
TPE PSI 2016

Soit n € N*,
1. Soit T € M, (C) une matrice triangulaire supérieure et de diagonale Aj,...,\,. Pour tout p € N*/ on pose
12
T, = T + diag <">
pp p

Montrer que T}, a n valeurs propres distinctes & partir d’un certain rang.
2. En déduire que toute matrice de M,,(C) est limite d’une suite de matrices diagonalisables.

Exercice 1350
Mines-Ponts PSI 2018. Centrale PSI 2021
1. Soit n € N*, P € R, [X], unitaire de degré n.
Montrer que P est scindé sur R si, et seulement si, pour tout z € C, |P(2)] > |Sm(z)|™.

2. Montrer que adhérence de I’ensemble des matrices diagonalisables dans M., (R) est 'ensemble des matrices trigo-
nalisables.

3 Topologie d’un espace vectoriel normé

Exercice 1351
Soit E un espace vectoriel normé et F' un sous-espace vectoriel de F.
Montrer que, si F' est ouvert, alors F' = F.

Exercice 1352
Mines-Ponts PC 2019
Soit A et B deux parties non vides d’un espace vectoriel normé E. On pose A+ B={a+b/a€ Aetbe B}.

1. On suppose que A est ouverte. Montrer que A + B est ouverte.
2. Si A et B sont fermées, alors A + B est-elle fermée?

4 Espaces vectoriels normés de dimension finie

Exercice 1353
TPE MP 2013
Soit n € N* et A € M,,(C). Montrer que exp(A4) € C[A4].

Exercice 1354
Soit n € N* et N une norme sur M, (R).
Montrer qu'il existe A € R% tel que:

Y(A,B) € (M,(R))?, N(AB) < AN(A)N(B).

5 Applications sur un espace vectoriel normé

5.1 Cas général

Exercice 1355

Soit (E,|| - ||) un espace vectoriel normé et f : x € F —— z

L[l
1. Montrer que f est continue sur F.

1
2. Montrer que f(F) =B (072).

Exercice 1356
Centrale PC 2010
On munit F = C(]0;1],R) de la norme définie par:

1
Vi€ E, |fl2= / (F(1)2dt.
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1
Soit p: f € E >—>/ |£(®)|dt.

0
Montrer que lapplication ¢ est continue de (E,|| - ||2) dans R.

Exercice 1357
Mines-Ponts MP 2013
Soit F un espace vectoriel normé et T : E — FE ’application définie par:

T
T(x)= ——.
max(1, z]])

1. Montrer que T est 2-lipschitzienne.

2. Montrer que, si F est un espace préhilbertien, alors T" est 1-lipschitzienne.

Exercice 1358
Mines-Ponts PSI 2019

Soit (E,|| - ||) un espace vectoriel normé et T : E — E D'application définie par:
x
T(z) = .
L+ |||

1. Montrer que T'(F) = B(0,1).
2. Montrer que T est 1-lipschitzienne et que:

V(zy) € B2, ||T(z) = T(y)|l = llz —yll =z = y.

Exercice 1359
X MP 2005. Mines-Ponts MP 2019
Soit (E,|| - ||) un espace vectoriel normé, K un compact non vide de E et f : K — K telle que:

V(a) e K?, z#a, = |[If(z) - f@)] <z -2

1. Montrer que 'application f admet un unique point fixe, noté x.

2. Soit (@, )nen une suite définie par xg € K et, pour tout n € N, x, 11 = f(x,).
Montrer que la suite (x,)nen converge vers .

Exercice 1360
Soient (E,||-||) un espace vectoriel normé, K un convexe compact de F et f : K — K une application 1-lipschitzienne.
Montrer que f admet au moins un point fixe.

Exercice 1361
Soit (E,|| - ||) un espace de Banach et f : E — E une application.

1
On suppose qu’il existe o € }0,2 [ tel que:
V(za') € B2, |f(z) - f()]| < alllf(z) -zl + [|f () — ')
Montrer que f admet un unique point fixe.

Exercice 1362
Soit (E,|| - ||) un espace de Banach, f et g deux applications de E dans F.

1
On suppose qu’il existe o € 0,5 [ tel que:

V(wa') € B2, ||f(2) — g(@)]| < alllf(z) — 2l + lg(=") — 2']]).

Montrer que f et g admettent chacune un unique point fixe, celui-ci leur étant commun.
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5.2 Cas des applications linéaires

Exercice 1363
ENS Paris MP 2016. Mines-Ponts MP 2017
Donner un exemple de forme linéaire non continue.

Exercice 1364
Soit n € N et zp € C. On munit C,,[X] de la norme || - || définie par:

VP e Cy[X], [IPl= sup [P(z2)].
z€[—1;1]

Montrer qu’il existe ¢ € R tel que:
VP e CplX], [P(z0)] < | Pl

Exercice 1365
Soit @ = (an)nen € CV.

1. A quelle condition N, : P = Y ppX* — 3" |arpi| est-elle une norme sur C[X]?
k=0 k=0

2. Soit (a,b) € ((CN)2. A quelle condition les normes N, et N}, sont-elles équivalentes?
3. Existe-t-il une suite a € CN telle que P — P’ soit continue?

Exercice 1366
Soit E un espace vectoriel normé non réduit & {0} et a € R*.
Montrer qu’il n’existe pas (u,v) € (L.(E))? tel que uov —vou = oldg.

Exercice 1367
Soit n € N* et ¢ ’application définie par:

VA € M,n(C), o(A) = tr(A).

On munit M,,(C) de la norme N définie par:
1<ign

VA = (ai3)1<ij<n € Ma(C), N(A) = sup [ |ai]
j=1

Calculer la norme subordonnée de ¢.

Exercice 1368

Sur R™, on considére les normes || - ||; et || - ||oo définies par:
n
Vo = (x1,...,2,) € R™, 1)1 :Z|xk| et (1] 0o :121;?%(”'“"
k=1
Déterminer les normes matricielles associées & || - [|1 et || - ||oo-

Exercice 1369

Soit E 'espace vectoriel des fonctions continues sur [0; 1] muni de la norme uniforme et L une forme linéaire sur E
telle que, si f > 0, alors L(f) > 0.

Montrer que L est continue.

Exercice 1370

1. Donner deux normes non équivalentes sur R[X].

2. Soit D 'endomorphisme de R[X] qui, au polynéme P, associe le polynéme P’.
Donner un exemple de norme sur R[X] pour laquelle D est continu et un exemple de norme sur R[X] pour laquelle
D n’est pas continu.

3. Soit M Pendomorphisme de R[X] qui, au polyndéme P, associe le polynéme X P.
Existe-il une norme sur R[X] qui rende simultanément D et M continus?
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Exercice 1371
Mines-Ponts MP 2015

a) Existe t-il une norme sur R[X] telle que opérateur P — X P soit continu?
b) Existe t-il une norme sur R[X] telle que 'opérateur P — P’ soit continu?
c¢) Existe t-il une norme sur R[X] telle que 'opérateur P — X P’ soit continu?

Exercice 1372
On munit l'espace vectoriel £>° des suites réelles bornées de la norme || - || définie par:

Yu = (up)nen € €59, ||t)loc = sup |ug|.
neN
Soit ¢ 'application définie sur ¢°° par:
Vu = (UH)HGN* e, QD(U) = (unJrl - un)n€N~
Montrer que I'application ¢ est continue et calculer sa norme subordonnée.

Exercice 1373
On munit I'espace vectoriel £>° des suites réelles bornées de la norme || - || définie par:

YVu = (un)nen € £7°,  ||t)loo = sup |u,]|.
neN

Soit ¢ lapplication définie sur ¢*° par:

1 n
Vu = (un)neN* e, @(u) = <n+ 1 Zuk> .
neN

Montrer que I'application ¢ est continue et calculer sa norme subordonnée.

Exercice 1374
On munit l'espace vectoriel £>° des suites réelles bornées de la norme || - || définie par:

YVu = (un)nen € £°,  ||t)loo = sup |uy]|.
neN

Soit ¢ 'application définie sur ¢°° par:

Unp
Yu = (Un)nen € £, p(u) = (n—|— 1) .
neN

1. Montrer que 'application ¢ est continue et calculer sa norme subordonnée.
2. Etudier I'injectivité et la surjectivité de .

Exercice 1375
On munit l'espace vectoriel £>° des suites réelles bornées de la norme || - || définie par:

Vu = (un)nen € €7, ||u)loo = sup |uy]|.
neN

Soit ¢ Papplication définie sur £*° par:
Vu = (un)nEN S KOO? QO(U) = (2un - un-i—l)nEN-

1. Montrer que 'application ¢ est une bijection linéaire de £>° sur ¢*°.

1

2. Montrer que les applications ¢ et ¢~ sont continues et déterminer leur norme subordonnée.

3. Le corps de base étant R, quelles sont les valeurs propres de ¢?

Exercice 1376

On munit l'espace vectoriel ¢y des suites complexes convergeant vers 0 de la norme | - || définie par:

Vu = (un)n€N7 HUHOO = sup |un\
neN
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Soit ¢ Papplication définie sur ¢y par:

+oo

U
Vu = (un)n6N7 @(u) = 272
n=0

Montrer que I'application ¢ est continue et calculer sa norme subordonnée.

Exercice 1377
On munit C(|0; 1],R) de la norme || - ||; définie par:

1
vF eco ), 17 = [ 1@l
Soit ¢ l'application définie sur C(|0; 1],R) par:
Vf e C(0;1LR), »(f) = f(1) = £(0).

Montrer que I'application ¢ est continue et calculer sa norme subordonnée.

Exercice 1378
On munit 'espace vectoriel C([0;1],R) de la norme | - || définie par:

Vi e C(0:1LR), |Ifllh= [ [f(®)de.

0
Soit ¢ €]0; 1] et ¢ 'application définie sur C([0; 1],R) par ¢(f) = f(c).
Montrer que ’application ¢ n’est pas continue.

Exercice 1379
Soit ¢ l'application définie sur C(|0; 1],R) par:

Vi eC(|0;1]R), Ve e[0;1], o(f)(x) = f(x) = f(0).

1. On munit C(|0;1],R) de la norme || - ||oo définie par:

Vi eC(0;1R), [fllc = sup [f(2)].
z€[0;1]

Montrer que ’application ¢ est continue et calculer sa norme subordonnée.
2. On munit C(|0;1],R) de la norme || - ||; définie par:

1
vf e C(0:1R), [flh = / ()| da

Montrer que I'application ¢ n’est pas continue.

Exercice 1380

On munit les espaces vectoriels E = C([0; 1];R) et F = C*([0;1],R) des normes || - ||« et N définies par:

VieE, , |fllo= Sl[lopl]lf(x)l et VfeF, N(f)=|flloo+ [l
xze|0;
Soit ¢ : E — F l'application définie par:
Ve eel w(f@= [ rod.
0

Montrer que 'application ¢ est continue et calculer sa norme subordonnée.

Exercice 1381
On munit l'espace vectoriel C(]0;1],R) de la norme || - ||; définie par:

1
Ve B, |flh= / f(@)d.

Baptiste GORIN



XIV TOPOLOGIE DES ESPACES VECTORIELS NORMES 168

Soit ¢ l'application définie sur C(|0;1],R) par:

x
vf eCc(OR), Vae il w() = [ St
0
Montrer que I'application ¢ est continue et calculer sa norme subordonnée.

Exercice 1382

On note F; et Eo lespace vectoriel C([0;1],R) munis respectivement des normes || - ||; et || - ||oo définies par:
1
viecm, 5= [ @k et 1fle= sup [f(o)]
0 z€[0;1]

Soit ¢ : By — E, 'application définie par:

x
Vie B Yoe ol p(H) = [t
0
Montrer que I'application ¢ est continue et calculer sa norme subordonnée. Montrer que celle-ci n’est pas atteinte.

Exercice 1383

On note F Pespace vectoriel des fonctions réelles continues d’intégrale nulle sur [0;1] et, pour f € E, ¢(f) 'unique
primitive de f appartenant a F.

Montrer que ¢ est un endomorphisme continu

a) si E est muni de la norme || - ||o définie par:

VieE, |flle= sup [f(2);
z€[0;1]
b) si E est muni de la norme || - ||; définie par:

1
Ve B, |fli= / f(@)de.

Exercice 1384
On munit l'espace vectoriel C([0;1],R) de la norme || - ||; définie par:

1
vf e C(0:R), [flh= / | (2)[da.
Soit ¢ la fonction définie sur C([0; 1],R) définie par:
1
v e C(0:1R), o(f) = / f(z)da.

Montrer que 'application ¢ est continue et calculer sa norme subordonnée.

Exercice 1385
On munit 'espace vectoriel C([0;1],R) de la norme || - ||; définie par:

1
v ecoR®), 17 = [ 1@l
Soit ¢ 'application définie sur C([0; 1],R) par:
1
vrecouR), v - [ {a

Etudier la continuité de I'application ¢ si C([0;1],R) est muni de la norme || - ||.
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Exercice 1386
Soit g € C([0;1],R) et ¢, l'application définie sur C([0;1],R) par:

vf € C([0:1]R), %uvzétﬂmmmm.

Montrer que ¢ est un endomorphisme continu de C([0;1],R) et calculer sa norme subordonnée
a) si C([0;1],R) est muni de la norme || - ||; définie par:

W@ammm,wm:AUMMm

b) si C([0;1],R) est muni de la norme || - ||2 définie par:

vf € C(0;11R), |Ifll2 = Auwww

c) si C([0;1],R) est muni de la norme || - || définie par:

Vi eC(0:1LR), [[fllec = sup [f(a)].

z€[0,1]

Exercice 1387
Soit E un espace vectoriel normé, ¢ une forme linéaire continue non nulle sur E et xg € E tel que p(xzq) # 0.

1. Montrer que:
(o)
ol = ———=—=—=
d(zo,Ker(p))

2. Montrer I'équivalence :

amem,|m=ﬁﬁ s BeKer(p) [ro— bl = dlzoKer(p)).

3. On prend F = C(]—1,1],R) muni de la norme de la convergence uniforme et ¢ la forme linéaire définie sur E par:
1 0
o) = [ o= [ s
0 —1

Montrer que ¢ est continue et calculer |||p]]|.
Existe-t-il f € E\ {0} tel que [o(f)] = [l [l -[I/1?
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NOMBRES ENTIERS

1 Coefficients binomiaux

Exercice 1388
X MP 2021. Olympiades internationales 1972

Montrer que:
(2m)!(2n)!
m!n!(m + n)!

Y(m,n) € N?, eN.

Exercice 1389
Soit (un)nen la suite définie par ug = u; = 1 et:

n
Vn e N*, 2", = Zukun,k.
k=0

Montrer que, pour tout n € N, u,, = -
n!

Exercice 1390
Résoudre ’équation d’inconnue n € N, n > 3:

Exercice 1391

Résoudre le systéme d’inconnue (n,p) € (N*)?:

(Z) - <p11>
() =o6)

Exercice 1392

Déterminer les entiers n et p tels que ( 1>, <
p—

n
et soient en progression arithmétique.
D p+1

Exercice 1393

1. Montrer qu’il existe une infinité de couples (n,p) € (N*)2 tels que p € [0,n] et 2(71) = ( " 1) + ( j—l)
p p—= p
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p+1 +2

2. Soit (n,p) € N* x N avec n > p + 3. Montrer que (n) ,< " ),( " ),( Z?}) ne forment pas une progression
p p p

arithmétique.

Exercice 1394

n—1 (Z)
Soit n € N*. Calculer H 1+ TN
k=0
k+1

Exercice 1395
Montrer que:

Exercice 1396
Soit (n,p) € N2 avec n < p. Montrer que:

Exercice 1397
Soit (n,p) € N? avec n < p. Montrer que:

SO -2()

Exercice 1398
Soit (n,p) € N? avec n < p. Montrer que:

> (1)) =>()

k=n

Exercice 1399
Soit (m,n) € N2, n > m. Montrer que:

Exercice 1400
Soit n € N*. Montrer que:

n

Zk(Z) =n2"l et zn:(—n’%(;‘) = 0.

k=1

Exercice 1401
Montrer que:

Vn € N*, Vz €0;1], km:2<n):ck1x"k<
0.1 D0k ({)1 -

»E\ 3
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Exercice 1402
ENSEA PSI 2008. IMT PC 2021
Soit n € N. Montrer que

2”: Lo(my_2 -1 z”:(—m n\ 1
—k+1\k) n+l k+1\k) n+1

Exercice 1403

Montrer que:
n

Vn € N*, 2(71)“% <Z) - zn: %

k=1

Exercice 1404
Soit n € N*. Montrer que:

El i

3t (WEDEDSES

k

Exercice 1405 - Formule de Vandermonde
X PC 2001. Mines-Ponts MP 2016. Navale PC 2014

1. Soit (m,n,p) € (N*)* avec p < m + n. Montrer que:

(065 -("7)

2. En déduire que:

Exercice 1406
Soit n € N*. Montrer que:

Exercice 1407
Soit n € N*. Montrer que:

Exercice 1408
Soit (n,p) € (N*)*. Montrer que:

Exercice 1409
1. Montrer que:

2. En déduire que:
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Exercice 1410

n

. * 1
Soit n € N*. Calculer kZ:O CEICES
Exercice 1411 n

' 1
Soit n € N. Calculer S, = Z mn—k)ln+r)l

k=0

Exercice 1412
1. Soit n € N* et a € C*. Calculer

3 (52)'“ ot )3 (Qkil)ak.

0<2k+1<n

2. Soit n € N*. En déduire

n n
() > (o)
0<2k<n 0<2k+1<n

n n
(2k> (=1)f > <2k + 1) (=1
0<2k<n 0<2k+1<n

0<2k+1<n

Exercice 1413
Soit n € N, impair. Montrer que:

Z 2n — 92n—2
4k + 2 '

0<4k+2<2n

Exercice 1414
Mines-Ponts PSI 2016
n
Soit n € N*. Calculer la somme Y k2 (Z)
k=1

Exercice 1415

Montrer que:
n

Vn € N*, kl;[l <Z) =[]+

k=1

Exercice 1416

n
Soit n € N. Calculer Z ( .
— (k+1)(n—k+1)

Exercice 1417 .
Soit n € N. Calculer S,, = > (—=1)*(n — k)!(n + k)!.
k=0

Exercice 1418
n (_1)k

Pour n € N, on pose S,, = Z
k=0

n

k

On se propose de calculer S, par deux méthodes.

A M A
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1. Premiére méthode
Montrer que:

1 1 1 1
YneN, Vke[on], _nt n

n n -+ 2 n+1 n—+1
k k k+1
2. Deuziéme méthode

Pour tout n € N, calculer n!(n + 2)S,, et en déduire 'expression de S,,.

En déduire I'expression de S,, en fonction de n.

Exercice 1419
1. Soit n € N* et (x1,...,2,) € R. Montrer que:

xr1 + (1 — 1‘1)$2 =+ (1 — $1)(1 — $2)1‘3 4+ 4 (1 — 2131)(1 — 1‘2) cee (1 — xn_l):cn + (1 — 1‘1)(1 — 1‘2) cee (1 — In) =1.

2. En déduire que:

n A
Vn € N*, ankk(DZn

k=1

Exercice 1420
Soit n € N*. Montrer que:

Exercice 1421
Soit n € N. Montrer que:

Exercice 1422 )
Soit n € N et (a,b) € (Ri) . Montrer que:

n b n
(1+3> +<1+> > 2n !
b a

Exercice 1423 - Formule d’inversion de Pascal
Mines-Ponts PC 2015
Soit (un)nen €t (vn)nen deux suites vérifiant :

VneN, v, =Y (Z)uk

k=0

Montrer que:

Exercice 1424
Soit n € N*. Montrer que:
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Exercice 1425

Pour tout n € N* et tout p € N, on pose S(n,p) = kP.
k=1
p j2 1
1. Pour tout n € N* et tout p € N, calculer i S(n,k).
k=0

+ i Ms

2. En déduire S(n,p) pour tout n € N* et tout p € {0;1;2;3;4}.

Exercice 1426
Pour tout (p,q) € N?, on pose:

S(p.q) =§(p+g_k)2’“+zp: <p+q_k)2k.

k=0 q

1. Montrer que:
V(p.g) € N*, S(pg+1)+S(p+14) =Sp+1g+1).

2. En déduire que:
V(p.q) € N?, S(p,q) = 27+a+t.

Exercice 1427
Montrer que:

L1y n \\’ 1 [2n
wer 3 () -62) -7 )

Exercice 1428

1. Montrer que:
n

" 2n 2n -1
Vn € N¥, Zk(n+k>n( . )

k=1

2. En déduire, pour n € N*, les valeurs de:
E max(i,7) (n) <n) et E min(¢,7) (n) (n)
— 1 J — 7 J
0<i,ysn 0<i,j<n

Exercice 1429
1. Montrer que:

V(n,p,q) € N?, i (Z) (Z) (Z :LL I;)

()G

V(n,p,q) € N%, i <i> <Z> <” +£igf k:> _ (n

k=0

e SO0

k=0

2. En déduire que:

En particulier :

Exercice 1430 - Suite harmonique
Soit (Hy)nen la suite harmonique définie par:

n
1
Hy=0 et VneN* Hn:Zg-
k=1
1. a) Montrer que:
N n+1 1
V(mmn) eN?, > ) H = 1 Hnﬂ—i
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b) En déduire que:
VneN', Y Hp=(n+1)H,-n
k=1

et:

n
1 1
k=1

2. Montrer que:
1

1
— —  _Hy=2-—(H,+1).
k(k—1) " o (o +1)

n
YneN, n>=2, Z
k=2

3. Montrer que:
VneN*, > Hp=(n+1)H - (2n+1)H, + 2n
k=1

4. Montrer que:

5. Montrer que:

Exercice 1431 - Identités d’Abel
1. Soit n € N*.

a) Montrer que:

k

V(z,y) €R? Vjie[on—1], nn—1)---(n—j+1)(z+y)" 7 = <n>k(k — 1) (k—j + Dak-dyn=k,
k=0

b) En déduire que:
Vi € [0,n —1], Z <n>k(k —1)-(k—j+ 1)(_1)n—k —0.
k
k=0
¢) Montrer que:
n n .
Y1 _ J(_1\n—k — )
jefon—1], > <k>k (—1) 0
k=0
2. a) Montrer la premiére identité d’Abel:

n

Vn e N*, VY(z,y) € R* xR, Z (Z)x(x +E Y y+n—kB" P =(x+y+n)"
k=0

b) En déduire que:
n—1
Yne N\ {1}, > <Z> KF(n — k)R = — gL

k=1
3. a) Montrer la deuxiéme identité d’Abel:
- 11
Vn e N*, V(zy) € (R*)?, Z (k) (x+ k)Y y4+n—k)rF1= <$ + ) (z+y+n)"t
k=0
b) En déduire que:
n—1
Vn e N*\ {1}, Z (Z) EFtn — k)"t =2(n — 1)n" 2.
k=1
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2 Dénombrement

Exercice 1432
Soit p € N* et (ny,...,n,) € (N*)”. On considére un mot composé de ny lettres 1, ... n, lettres £,,.
Déterminer le nombre d’anagrammes de ce mot.

Exercice 1433
Soit (p,q) € (N*)2. Déterminer le nombre de partitions d’'un ensemble & pg éléments en p classes ayant chacune ¢
éléments?

Exercice 1434

ENS MP 2018

Une barriére circulaire est constitué de 17 poteaux dont 5 sont pourris.
Montrer qu’il existe un ensemble de 7 poteaux consécutifs dont 3 sont pourris.

Exercice 1435
On considére un polygone convexe & n sommets.

1. Combien de diagonales ce polygone admet-t-il?

2. On suppose que trois diagonales quelconques ne sont jamais concourantes.
En combien de points intérieurs au polygone ces diagonales se coupent-elles?

3. Combien de polygones (convexes ou non, croisés ou non) admettant les mémes n sommets que le polygone donné
peut-on construire?

Exercice 1436
On considére dans le plan n droites distinctes non paralléles deux & deux et non concourantes trois & trois.
Déterminer le nombre de régions délimitées par ces n droites.

Exercice 1437

Mines-Ponts PC 2019

Soit n € N, n > 2. On suppose que n couples se rencontrent et se serrent la main. Chaque personne serre la main de
toutes les autres sauf celle de son conjoint.

Combien y a-t-il de poignées de mains échangées?

Exercice 1438
Déterminer le nombre de relations d’ordre total sur un ensemble de cardinal n € N*.

Exercice 1439
Soit n € N* et E un ensemble de cardinal n. Déterminer :

a) le nombre de lois de composition interne sur F;
b) le nombre de lois de composition interne commutatives sur E;
¢) le nombre de lois de composition interne sur E admettant un neutre.

Exercice 1440 - Formule de Vandermonde

1. Soit (b,n,p) € (N*)3 avec p < m + n. En dénombrant de deux facons le nombre de tirages simultanés de p boules
dans une urne contenant b boules blanches et n boules noires, Montrer que:

(065057

2. En déduire que:

Exercice 1441

Soit (n,p) € N? avec p < n. On considére 'ensemble € des (n + 1)-listes formées uniquement de 0 et de 1 et qui
contiennent au moins p + 1 chiffres 1.

En considérant d’une part, pour p < k < n, 'ensemble Ej des listes de £ ayant exactement k + 1 chiffres 1 et d’autre
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part 'ensemble Fj, des listes de & pour lesquelles le (p + 1)-iéme chiffre 1 apparait en (k + 1)-iéme position, montrer
que:
" n+1 "k ,
— 2n—k.
> (i1) -2 0)

Exercice 1442
1. Soit n € N* et F un ensemble de cardinal 2n. On appelle partition par paires tout ensemble {p1,...,p,} oup1,...,pn
sont des paires d’éléments de E deux deux disjointes.
Déterminer le nombre de partitions par paires de E.
2. Application
On considére 64 joueurs de tennis.
De combien de fagons peut-on organiser le premier tour d’un tournoi en simple?
De combien de fagons peut-on organiser le premier tour d’un tournoi en double, les équipes étant tirées au sort?

Exercice 1443
Centrale PSI 2008
Soit n € N* et E' un ensemble de cardinal n. Calculer les sommes suivantes :

> Card(4), > Card(ANB), > Card(AUB)

AeP(E) (A,B)e(P(E))? (A,B)e(P(E))?

Exercice 1444
Soit E un ensemble fini et (A,B) € (P(E))%.
Déterminer le cardinal de 'ensemble £ = {X € P(E)/ AU X = B}.

Exercice 1445
Soit n € N* et ¥ un ensemble de cardinal n.
Déterminer le cardinal des ensembles € = {(A,B) € (P(E))?/AC B} et & = {(A,B) € P(E)? /A ¢ B}.

Exercice 1446
Soit n € N* et E un ensemble de cardinal n.
Déterminer le cardinal de I'ensemble £ = {(A4,B) € (P(E))?/ AUB =E,ANB = o&}.

Exercice 1447
Soit (n,p) € (N*)? et E un ensemble de cardinal n.
Déterminer le cardinal de Pensemble & = {(A,B) € (P(E))? / Card(AN B) = p}.

Exercice 1448
Soit n € N* et E un ensemble de cardinal n.
Déterminer le cardinal de 'ensemble & = {(A,B) € (P(E))?/ AUB = E}.

Exercice 1449
Soit n € N* et E un ensemble de cardinal n.
Déterminer le cardinal de 'ensemble & = {(4,B,C) € (P(E))*/ AUBUC = E} .

Exercice 1450
Montrer que:

"L 20\ (20— k n(2n
vneN, §<k)(n_k)_2 ().

Exercice 1451
Montrer que:

men 23 ()G ()

p=0 ¢=0
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Exercice 1452 - Nombre de surjections
Soit (m,n) € (N*)2, E et F deux ensembles de cardinaux m et n respectivement. On note Sy, ,, le nombre de surjections
de E sur F.

1. Déterminer S, ;, si

a) n>m;
b) m =n;
c) n=1;
d) n=2;
e) m=n+1.

On se propose de démontrer par deux méthodes que:

S = §3<—”""“ () &

0

2. Premiére méthode

a) En considérant, pour tout k € [1,n], Pensemble des applications de E dans F dont 'image est de cardinal k,

montrer que:
n
n
nm = Z </€> Sm,k~

k=0
(Par convention, on pose, pour tout m € N*, S, o = 0.)
b) En déduire la formule (¥).
3. Deuxiéme méthode
On répartit au hasard m jetons numérotés de 1 & m dans n cases numérotées de 1 a n. Chaque jeton est placé sur
une case et chaque case peut recevoir plusieurs jetons.
On note A I’ensemble des répartitions possibles et, pour tout k& € [1,n], Ay 'ensemble des répartitions pour lesquelles
la case numéro k est vide.
a) Calculer Card(A) et Card(A; U---U Ay,).
b) En déduire la formule ().
4. a) Montrer que:
Smﬂ’b = n(Sm_Ln + Sm—l,n—1)~

n(3n+1)(n + 2)!.

24
5. Calculer S,, , pour (m,n) € [1,7]2.

b) Montrer que Sy42, =

Exercice 1453 - Les trous de Kaplansky
1. Soit (n,p) € (N*)*, n > p.
Déterminer le cardinal de & = {(z1,...,2p) € [I,n]P /1 <21 <x2 < ... <zp < 1}
2. Soit (n,p) € (N*)*, n > p.
Déterminer le cardinal de & = {(z1,...,2p) € [I,n]P /1 <21 < @2 < ... < zp < 1}
3. Les trous de Kaplansky
Soit (n,p,k) € (N*)3 tel que n > (p — 1)k + p.
Déterminer le cardinal de 'ensemble & = {(z1,...,z,) € [1,n]P /Vi € [1,p — 1], x41 — 2; > k}.

Exercice 1454
Soit n € N*. On note D,, I'ensemble des dérangements de [1,n], c’est-a dire ’ensemble des permutations de [1,n]
n’ayant pas de point fixe, et on pose d,, = Card(D,,) en convenant que dy = 1.
1. En considérant, pour k € [1,n], Pensemble F} des permutations de [1,n] fixant 'entier k et en appliquant la formule
du crible de Poincaré, montrer que:
n (_1)k
= nl A
d, = n! Z X
k=0

2. Application
Déterminer, pour tout p € [0,n], le nombre f,,, de permutations de [1,n] ayant p points fixes.
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Exercice 1455
X PSI 2005

Soit n € N*. On note D,, 'ensemble des dérangements de [1,n], c’est-a dire 'ensemble des permutations de [1,n]

n’ayant pas de point fixe, et on pose d,, = Card(D,,) en convenant que dy = 1.

1. Pour p € [0,n], calculer:

2 ()G

2. Montrer que:

3. En déduire que:
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NOMBRES REELS

1 Calculs

Exercice 1456

1
Soit a € R tel que %+%:3'

1
Calculer o + —.
a

Exercice 1457

Calculer:
(10% + 324) (22* + 324) (34" + 324) (46" 4 324) (58" 4 324)

(41 4 324) (161 4 324) (281 + 324) (401 + 324) (521 + 324)

Exercice 1458
Soit (a,b,c,A,B,C) € RS. On suppose que:

aC —2bC +cA =0 et ac —b% > 0.

Montrer que:
AC - B* <.

Exercice 1459
Soit (a,b,c) € R3 tel que a® + b* + ¢? = 1.
Montrer que:

<ab+bc+ca < 1.

N =

Exercice 1460
Soit (a,b,c) € (R4)3 tel que a + b+ ¢ > abe.
Montrer que:
a’® + b2+ 2 > abe.

Exercice 1461
1. Montrer que:

Ve e [0;1], z(1—2)<

B~ =

2. En déduire que:
Y(a,b,c) € [0;1]3,  min(a(l —b),b(1 —¢),c(1 —a)) <

| =
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Exercice 1462
Soit (a,b) €]1, + oo[%. Montrer que:

Exercice 1463

Soit (z,y) € (Ri)% On note A et G les moyennes arithmétique et géométrique de z et y:

A:x;y et G = /zy.
1. On suppose que y > x. Montrer que:
— )2 )2
@9 4 g @Y
8y 8x
2. On suppose que x # y. Montrer que:
G< 2= Ok <A
8(A—-G) '
Exercice 1464 .
Soit (a,bz,y) € (R}) aveca+b> 1.
Montrer que:
b 1
y  ax+by
Exercice 1465 5
Soit (a,b,c) € (R%)". Montrer que:
1 1 1 1

< —.
a3+b3+abc+b3+63+abc+c3+a3+abc abc

Exercice 1466 s
Soit (a,b,c,z,y) € (Ri) tel que
ar + by < bx + cy < cx + ay.

Montrer que b < c.

Exercice 1467 - Inégalité de Nesbitt
Soit (a,b,c) € (Rj_)s.

1. Montrer I'inégalité de Nesbitt :
a n b + c o 3
b+c a+c a+b” 2

2. Montrer que:
a? b? c? a b c

b2—|—02—~_c2—|—a2+az—|—b2 ~ b+c+c—|—a+a+b'

Exercice 1468
Présélection olympiades internationales 2008
Soit (a,b,c,d) € (R*Jr)4 tel que:

abed =1 et a+b+c+d>g+§+f+é.
b ¢ d a
Montrer que:
b ¢ d a
a+b+c+d< —+-4+-+-.
a b ¢ d
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Exercice 1469
Présélection olympiades internationales 2009

1 1 1
Soit (a,b,c) € (Ri)g tel que — + 3 +-=a+b+ec
a ¢

Montrer que:
1 1 1 3

< .
(2a—|—b—|—c)2+(2b—|—c—i—a)2Jr(20—i—a—i—b)2 16

Exercice 1470
1. Soit n € N* et (a,b) € (Ri){ a < b. Montrer que:

bn+1 _ an+1

(n+1)a" < —

< (n+1)b".

2. En déduire que:

1 n 1 n+1 1 n+1 1 n+2
Vn € N, 1+—-) <1+ et 1+ — > (14 )
n n+1 n n+1

Exercice 1471
Soit (a,b,c) € (R*)? tel que:
at+b+c=0 et A+ 4+ =a 4+ + .

Montrer que:

6
a2+b2+c2:g.

Exercice 1472
Présélection olympiades internationales 2010
Soit 21, ...,x100 des réels positifs tels que, pour tout &k € [[1;100], 2 + x1+1 + Trr2 < 1 (avec 2101 = 21 €t X102 = T2).

Déterminer la valeur maximale de la somme:
100

S = E TpT42-
k=1

Exercice 1473
Résoudre ’équation :

VE+y+2Vz =24+ Vu+vVo=z+y+z+u+v.

Exercice 1474
Soit n € N*. Résoudre ’équation :

z+\/4x+\/16a:+ VA 3 - = 1.

Exercice 1475
Soit (a,b,c) € R3. Résoudre 1'équation :

Vita+vVe+b+vVrte=vVr+a+b—c

en discutant en fonction de a,b et c,

Exercice 1476
IMT MP 2017
Résoudre dans R I’équation : \/3: +3 -4V -1+ \/x +8—-—6yx—1=1.
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Exercice 1477
Mines-Ponts PC 2017
Résoudre dans R dans I’équation : \/at —4dyx—4+ \/x +5—-6yxr—4=1.

Exercice 1478

Résoudre le systéme:
23 =2y—1
y3=2z-1
23 =2¢ — 1.

2 Partie entiére

Exercice 1479

Soit n € N*. Montrer que le nombre de chiffres de n écrit en base 10 est égal & |lnio(n)] + 1.

Exercice 1480
Résoudre ’équation :
[3z] =2+ |z].

Exercice 1481
Résoudre 1'équation: 22 — 8|z | + 7 = 0.

Exercice 1482

Montrer que:

0 sizeZ
—1 sinon

Ve eR, |z]+|—z]= {

Exercice 1483
Montrer que:

V(m,n) € Z?, V—;mJ + V_Zb—li =n.

Exercice 1484
Montrer que:
Ve eR, —2<3[2z]—2[3z]<1.

Exercice 1485
Montrer que:
V(zy) €R?, |z]+ |yl < lz+y) <o)+ [y] +1.

Exercice 1486
Montrer que:
V(zy) € R?, x|+ [z +y] + [y] < [22] + [29).

Exercice 1487
Déterminer :

Exercice 1488
Soit n € N*. Déterminer :

\/n2+\/4n2—|—\/16n2+\/64n2+1 .
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Exercice 1489
Montrer que:

Exercice 1490
Montrer que:

Vn € N, {(\/ﬁ-{- \/m)2J =4n + 1.

Exercice 1491
Montrer que:

Vn € N*, Vz eR, FMJJ:LJ;J.

Exercice 1492
Montrer que:

Vz €]1, + oo[(R\ Q), Vn € N*, wnxxJJ:n—l

Exercice 1493
Montrer que:
VneN*, VxeR, 0<|nz|]—nlz]<n—1

Exercice 1494
Montrer que:

1+ {1+nx2J

Exercice 1495
Soit n € N*. Montrer que:

V(xy,...,x,) €R™, VaeRY, iL%J g{

Exercice 1496
Montrer que:

— |k
Vn e N*, VreRl, ZLk—ngmeJ
k=1

Exercice 1497
1. Montrer que:

2. Soit x € R. Calculer:
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Exercice 1498
Montrer que:

n—1 n+2 n+4
Vn € 7, L 5 J—I—{ 1 J—l—{ 1 J—n.

Exercice 1499
Soit n € N*. Montrer que:

>[3]- 5]

k=1

Exercice 1500 .

Soit n € N*, (z1,...,2,) € [-1;1]" tel que > x = 0.
k=1
Montrer que:

G

n
> ke
k=1

Exercice 1501
X MP 2018

Montrer que:
1

2\/571.

Vn € N*, {\/En} >

Exercice 1502
Résoudre dans R I’équation :

250 —2|  13v+4
4 -3

Exercice 1503

Olympiades panafricaine 2005

Pour tout = € R, on pose {z} =2 — |z].
Résoudre I’équation : [z |{z} = 2005z.

Exercice 1504

Montrer que:
n

n+2- [%J _ {8n+24J.

Vn € N, 3 9%

Exercice 1505
Olympiades polonaises 1995
Soit (a,b,c,d) € (Ry \ Q)* tel que a + b= 1.
Montrer que:
c+d=1 <=VYneN, |na|+ |nb] = |nc|+ |nd].

Exercice 1506
Pour tout n € N, on pose u, = n(2n + 1).

Montrer que, pour tout k£ € N, il existe p € N, unique, tel que u, < k < up41. Exprimer p en fonction de k.

Exercice 1507
Soit (un)nen+ la suite dont les premiers termes sont 1,2,2,3,3,3,4,44.4, .. ..
Déterminer I’expression de u,, en fonction de n.

Exercice 1508
Montrer que, pour tout n € N, {(\/ﬁ + 1)”J est un entier pair.
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Exercice 1509
n
Montrer que, pour tout n € N, {(2 + \/§) J est un entier impair.

Exercice 1510 o1
Montrer que, pour tout n € N, L(l + \/§) J est divisible par 271,

Exercice 1511 - Identité d’Hermite
1. Soit n € N* et z € R. Montrer I'identité d’Hermite :

n—1

k
* R —| = .
Vn e N*, Vz eR, E {x + nJ |nz]

k=0

2. Application
Soit n € N* et z € R. Calculer:

Exercice 1512
Montrer que:

VneN*,  |Vn+Vn+3]=|Vin+5].

Exercice 1513
Putnam 1948
Montrer que:

YneN', |[Vn+vVn+1|=|[Vin+2].

Exercice 1514
ENS Cachan, Rennes MP 2015
Soit p et ¢ deux entiers naturels non nuls premiers entre eux.

Montrer que:
-1

3 qupJ _(p- 1)2(617 1)

q
k=1

Baptiste GORIN



CHAPITRE XVII

SUITES

1 Calcul de limites

Exercice 1515 )
Soit (a,b) € (R%)". Calculer 11)1}_1 Yan £ on.

oo

Exercice 1516
Soit « € R. Calculer la limite de la suite (u,)nen+ définie par:

Vn e N*, wu,= M
n

Exercice 1517
Soit z € R. Calculer la limite de la suite (u,)nen- définie par:

* 1 =
Vn € N¥, unzﬁz:[kxj
k=1

Exercice 1518
Calculer la limite de la suite (uy,)nen définie par:

2n+1 1

YneN, u,= _—
kZ:l vn2 +k

Exercice 1519
Calculer la limite de la suite (up)nen+ définie par:

’ﬂ2

Vn e N*, w, = Z
k=1

Exercice 1520
Calculer la limite de la suite (uy,),>2 définie par:

Vn >

n
1
2, Uy = E _—
k=1 vn? —k

n2 +k



XVII SUITES

189

Exercice 1521
Calculer la limite de la suite (uy,)nen

Exercice 1522
Calculer la limite de la suite (up,)nen-

Exercice 1523
Mines-Ponts PC 2015
Soit (tn)nen+ la suite définie par:

définie par:

définie par:

Vn € N¥,

Vn € N¥,

i 1

k=0

n

T Sp

k=1

n

1
T

k=1

Déterminer un développement asymptotique & deux termes de u,,.

Exercice 1524
Calculer la limite de la suite (up)nen-

Exercice 1525
Calculer la limite de la suite (uy,)nen

Exercice 1526
Calculer la limite de la suite (uy,)nen

Exercice 1527
Calculer la limite de la suite (uy,)nen

Exercice 1528

définie par:

Vn € N¥, un:Z

définie par:

définie par:

Vn € N¥, U”ZZ

définie par:

n
YneN, wu,=—.

n2
k=0
n k‘
nk+1"

k=1

n

n!

Soit a € R%. Calculer la limite de la suite (u,)nen- définie par:

—~

(n =1

Up =

1)
[Ta+&

k=1

n T2 L.
Vn € N*, unzzu
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Exercice 1529
Calculer la limite de la suite (uy,)ney définie par:

< n n(n+1)1(2n+1)
(n
w= (11 |
k
k=0

Exercice 1530
X - ESPCI PC 2014. ENSEA PSI 2013
Calculer la limite de la suite (uy,)nen+ définie par:

Vn e N, unlek!.

n!
k=1
Exercice 1531
Centrale MP 2019. CCP PSI 2005
Soit (uy)nen définie par:
1
VneN, u,= —.
n
k=0
y
1. Déterminer la limite de la suite (uy)nen.
2. Montrer que:
Vn € N, k.
n 2
k=0
y

Exercice 1532
CCP PSI 2017 ) )
Déterminer un équivalent de >

k=n+1 ﬁ

Exercice 1533
ENTPE-EIVP PSI 2009

Soit (a,b) € (Rj_)z, (an)nen et (by)nen deux suites de réels strictement positifs telles que lirf a? =aet lim b =b.
n—-+0o0

. w12 _ ) . . n
Soit (p,q) € (R3)” avec p + ¢ = 1. Déterminer ngrfoo(pan + gbp)™.

Exercice 1534 )
Soit p € N* et (z1,...,2p,a1,...,ap) € (Ri) P Montrer que:

-1

p n P n
lim E aRTy = max Iy et lim E akm;" = min zj
n—-+oo pr ke[1,p] n—-+oo P g ke[1,p]

Exercice 1535
Soit f : [0;1] — R4 une fonction continue.
Montrer la convergence et déterminer la limite de la suite (u,)nen+ définie par:

n—-+4oo
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Exercice 1536
Mines-Ponts PC 2019
Calculer la limite de la suite (up)nen+ définie par:

Uy = isin (f;) .

k=1

Exercice 1537
Putnam 1977

too 3 1
Calculer n];[2 m

Exercice 1538
Calculer la limite de la suite (uy,)nen+ définie par:

n—1
k
v N* n:2|| 2——).
nelN, u k_1< n>

Exercice 1539
Calculer la limite de la suite (uy,)nen+ définie par:

Exercice 1540
Mines-Ponts MP 2013
Calculer la limite de la suite (uy,)nen+ définie par:

Exercice 1541
Calculer la limite de la suite (up)nen+ définie par:

Exercice 1542
Calculer la limite de la suite (uy,)nen+ définie par:

Exercice 1543

1. Montrer que:
VeeRy, In(l4+2)<z<(z+1)n(z+1).

2. a) Montrer que:

n 1 k n 1 k+1
Vn € N*, H<1+k> <e' < <1+k> .
k=1

k=1

b) En déduire que:
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Exercice 1544
ESCP Question courte 2006

. n In(k
Etudier la suite (up)n>1 définie par u, = [] (1 + ul ))
1

k= n?

Exercice 1545 )
Soit (a,b) € (R%)” et (up)nen+ la suite définie par:

Calculer la limite de la suite (u—n) .
n / neN*

Exercice 1546
X MP 2007. X - ESPCI PC 2015. Mines-Ponts MP 2018
Soit z € C, |z| < 1. Calculer la limite de la suite (uy)nen définie par:

n

Vn € N, un:H(l—f—sz).

k=0

Exercice 1547
Mines-Ponts MP 2201’7
Soit (a,b) € (Rj) . Calculer la limite de la suite (uy,)nen définie par:

n F 4 bk
v =H<§>

k=1

Exercice 1548
Soit (un)nen+ la suite définie par

2n 1
k=n
Déterminer un équivalent de u,,.

Exercice 1549
Soit (uy,)nen+ une suite a valeur strictement positives telle que:

Vn € N, (Huk> =n+1.
k=1

3=

Déterminer un équivalent de u,,.

Exercice 1550
X - ESPCI PC 2011

n
Soit o € R% et, pour tout n € N*, u,, = > (k!)*.
k=1
Déterminer un équivalent de u,,.
Exercice 1551

1. Soit n € N* et (x1,...,2,) € [0;1]™.
Montrer que:

2. Montrer que:
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3. En déduire que:

n—-+4+oo

e
Ve € R, lim Zﬁze .
k=0

Exercice 1552
X MP 2007

P . . . nu +u
Etudier la convergence de la suite (uy,)nen définie par (ug,u;1) € R? et, pour tout n € N, 4,10 = —ntl T n

n+1

2 Convergence. Divergence

Exercice 1553
Soit (an)nen et (bn)nen deux suites réelles convergentes.
Montrer que les suites (max(an,bn))nen et (min(an,b,))nen convergent et déterminer leurs limites.

Exercice 1554
Centrale PC 201/
Soit @ € R\ 7Z. Montrer que les suites (sin(na)),en et (cos(na)),en divergent.

Exercice 1555

Centrale PC 2019

Soit P € R[X] tel que la suite (e*7F())
Montrer que, pour tout n € Z, P(n) € Z.

converge vers 1.

Exercice 1556
Centrale PC 2008

Construire une suite (uy,)nen € RY telle que (eizn)ne

\ converge et (eiﬂz") diverge.

neN

Exercice 1557
IMT PSI 2019
Soit (un)nen+ la suite définie par:

1
VneN, u,=—> k.

1. Déterminer une relation de récurrence entre wu, 1 et uy.
2. Montrer que, pour tout n € N*, u,, < 2.
3. Montrer que la suite (u,)nen+ converge et déterminer sa limite.

Exercice 1558
Mines-Ponts MP 2021

Soit, pour n € N*, H,, = > p et d, = H, —1n(n).
k=1

1. Montrer que la suite (d,)nen+ €st monotone et converge.
On note ~ sa limite.

2. Montrer que:
%\ 2
v(p7q) € (N ) ) ’YngJqu*Hpq g L

Exercice 1559
Soit (u)neen une suite réelle positive telle que:

V(n,p) € (N*)Qﬂ Uy <

Montrer que la suite (u,)nen converge vers 0.
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Exercice 1560
Soit (un)nen €t (vn)nen deux suites a valeurs dans R . On suppose qu’il existe N € N tel que:
Un+1 Un+1

VvneN, n>2N — <
Un Un

1. Montrer que, si la suite (v, )nen converge vers 0, alors (un)nen également.
2. Montrer que, si la suite (up)nen diverge vers +oo, alors (v, )nen également.

Exercice 1561
Un+1

Soit £ € R et (up)nen une suite a valeurs dans R . On suppose que la suite (
Un

1. Montrer que, si ¢ < 1, alors la suite (up)nen converge vers 0.
2. Montrer que, si £ > 1, alors la suite (uy)nen diverge vers +oo.
3. Montrer que, si £ = 1, alors on ne peut rien conclure quant a la convergnce de la suite (up)nen-

Exercice 1562

Soit £ € R et (uy)nen une suite a valeurs dans R’ . On suppose que la suite (."/un)n converge vers /.

€N
1. Montrer que, si £ < 1, alors la suite (uy,)nen converge vers 0.
2. Montrer que, si £ > 1, alors la suite (uy,)nen diverge vers +oo.

3. Montrer que, si ¢ = 1, alors on ne peut rien conclure quant a la convergnce de la suite (uy,)nen-

Exercice 1563
Soit £ € Ry et (un)nen une suite a valeurs dans RY .

Un+1
Un

1. Montrer que, si la suite ( ) converge vers £, alors ({/uy) oy Cgalement.
neN

Etudier la récipoque.
2. Application
Déterminer la limite de chacune des suites (uy,)nen suivantes:

o)

n
b)un:n '7
n:
1
¢) up = —3/n(n+1)- (n+n);
1
d) u, =—/1-3--(2n - 1);
) un = — (2n—1)
1 ,./(3n)!
e)un:ﬁ n!

Exercice 1564
Soit (2 )nen et (Yn)nen deux suites réelles telles que (x% + Tpyn + y%)
Montrer que les suites (z,,)nen €t (Yn)nen convergent vers 0.

nen converge vers 0.

Exercice 1565
Soit (tn)nen et (vn)nen deux suites a valeurs dans [0; 1] telles que 1i111 Uy Uy = 1.
n——+0oo

Montrer que les suites (up)nen €t (U )nen convergent vers 1.

Exercice 1566
Soit (un)nen €t (vn)nen deux suites complexes telles que:

N
tq\h

’ Un — 3

DO =

lim w,v, =1 et Vn € N,

n—-+oo

Up — 3 <

2

|

Montrer que les suites (up,)nen €t (U )nen convergent vers 1.

) converge vers /.
neN
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Exercice 1567
Soit (un)nen €t (vn)nen deux suites réelles telles que (uy, + vn)nen €t (Unvn)nen convergent vers 0.
Montrer que les suites (un)neN et (vn)neN convergent vers 0.

Exercice 1568
Soit (un)nen et (vn)nen deux suites réelles telles que les suites (un + Upn)nen €t (UnVn)nen convergent vers S € R et
P € R respectivement.

1. Montrer que S? > 4P.
2. Montrer que, si S? > 4P, alors on ne peut pas conclure que les suites (U, )nen €t (v, )nen convergent.
3. Montrer que, si S? = 4P, alors les suites (uy)nen et (vn)nen convergent et déterminer leurs limites.

Exercice 1569
Soit (ty)nen et (vn)nen deux suites réelles telles que (ul — v
Montrer que les suites (up)nen €t (un)nen convergent vers 0.

)nEN et (up, + Un)nen convergent vers 0.

Exercice 1570

Soit @ € R, (un)neN, (Vn)nen €t (wp)nen trois suites réelles telles que (uy + vn + Wy )nen €t (u% +v2 —&—wi)neN

convergent vers 3a et 3a® respectivement.
Montrer que (tn)neN, (Vn)nen €t (Wn)nen convergent vers a.

Exercice 1571

Soit (un)nen une suite réelle.

. Un
1. On suppose que lim ——— =0.
ppose que  lim =

Montrer que la suite (u,)nen converge vers 0.
Up

2. On suppose que la suite (uy,)nen est bornée et que lim 0.

n—+oo u% +1
Montrer que la suite (u,)nen converge vers 0.

Exercice 1572

upy + vy
u2 +v2’
Montrer que la suite (wy,),en converge vers 0 si, et seulement si, les suites (uy)nen €t (v )nen convergent vers 0.

Soit (tn)nen €t (vn)nen deux suites & termes strictement positifs et (wp,)nen la suite définie par w,, =

Exercice 1573
Soit (tn)nen €t (vn)nen deux suites réelles telles que:

lim (un + ’Un) =0 et hm (e’LLn + e'U'n) = 9.

n—-+oo n——+oo
Montrer que les suites (up,)nen €t (U )nen convergent vers 0.
Exercice 1574

Déterminer lim \/1 + 2\/1 + 3\/- +(n-1Dvn+1

n—+oo

Exercice 1575
Mines-Ponts PC 2016
Soit (un)nen une suite de réels positifs. On suppose qu’il existe («,8) € (R+)2 tel que a+ 3 < 1 et:

VneN, Upys < QUpyo + Bup.

Montrer que la suite (u,)nen converge vers 0.

Exercice 1576
Centrale PSI 2017. CCP PC 2011. ESCP Question courte 2006.
Soit (uy,)nen+ une suite réelle.
1
1. Montrer que, si u,, ~ —, alors u, + Up41 ~ e

La réciproque est-elle vraie?
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2. Montrer que, si la suite (u,)pen+ est monotone, alors la réciproque est vraie.

Exercice 1577

ESCP Question courte 2007

Soit (un)nen une suite réelle positive et A un réel strictement positif.
L’équivalence suivante est-elle vérifiée?

lim u, = A<= (u,)" ~ A™

n—-+oo

Exercice 1578

X - ESPCI PC 2008

Soit (un)nen une suite complexe.

1. On suppose que les suites (ugn)nen et (Usnt1)nen convergent.
La suite (uy,)nen converge-t-elle?

2. On suppose que les suites (uzn )neN, (U2n+1)nen €t (Ugnt1)nen convergent.
La suite (uy,)nen converge-t-elle?

3. On suppose que les suites (U2p )neN, (U2n+1)neN €t (Un2)nen convergent.
La suite (uy,)nen converge-t-elle?

Exercice 1579 ) “
Soit (a,b) € (R%)™ avec 7 ¢ Q et (un)nen une suite réelle bornée.

. iaun, ibuny,
On suppose que les suites (e )neN et (e )neN convergent.
Montrer que la suite (u,)nen converge.

Exercice 1580

Soit x € R\ Q, (Pn)nen et (¢n)nen deux suites a valeurs dans Z et N* respectivement telles que (pn> converge
an neN
vers .

Montrer que les suites (|pn|)nen et (gn)nen divergent vers +oo.

Exercice 1581
Soit (u,)nen+ une suite réelle & valeurs strictement positives telle que:

2

VneN, Upt1 < up —u,.

Etudier la convergence de la suite (ty,)nen-

Exercice 1582 - Lemme de Fekete ou lemme sous-additif
ENS PC 2017
Soit (u,)nen une suite positive sous-additive, c’est-a-dire telle que:

Y(m,n) € N2, tpin < Uy + Un.

. (Un (U
Montrer que la suite (l> converge vers inf {—" /n € N*}.
n / neN* n

Exercice 1583
Soit (an)nen une suite réelle positive convergeant vers 0 et (u,)nen une suite complexe.
On suppose que:

V(p,q) € N?, lup — ug| < ap + aq.

Montrer que la suite (u,)nen converge.

Exercice 1584
X - ESPCI PC 2015. Mines-Ponts MP 2021

u
Soit (uy,)nen+ une suite réelle bornée telle que (u, + ntl

2
Montrer que la suite (u,)pen+ converge et déterminer sa limite.

) converge vers 1.
neN*
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Exercice 1585
Mines-Ponts MP 2016

U
Soit (un)nen+ une suite réelle bornée telle que (un + %) converge.
neN*

Montrer que la suite (uy,)nen+ converge.

Exercice 1586
X MP 2007

n
Soit n € N*, (21, ...,2,) € U". Pour tout k € N, on pose up = > 2¥.
i=1

Montrer que la suite (ug)gen admet n pour valeur d’adhérence.

Exercice 1587
X MP 2007

1. Soit (up)nen une suite réelle croissante telle que lim w, = 4+oc et lim (w41 —u,) =0.
n—-+oo n—-+4oo

Montrer que 'ensemble {u,, — |u,|/n € N} est dense dans [0;1].
2. Montrer que la suite (sin(In(n))),en+ est dense dans [—1;1].

Exercice 1588

X MP 2005. Mines-Ponts MP 2019

Soit (uy)nen une suite de nombres réels telle que lilf (Upt1 — up) = 0.
n—-+0oo

Montrer que I'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (u,)nen est soit vide, soit un intervalle.

Exercice 1589 - Théoréme de Cesaro
Soit (uy)nen+ une suite de nombres complexes et (vy,)nen+ la suite définie par :

1 n
Vn e N*, v, = — U
9 n TL; k

Montrer que, si la suite (uy,)nen= converge vers £ € C, alors la suite (vy,)nen= converge également vers £.

Exercice 1590 - Une réciproque du théoréme de Cesaro
Soit £ € R, (uy)nen+ une suite réelle monotone et (vy,)nen+ la suite définie par:

n

« 1
Vn € N¥, Un:EkZ_luk.

Montrer que, si la suite (v,),en+ converge vers £, alors la suite (u,)nen+ converge également vers /.

Exercice 1591 - Lemme de ’escalier

Soit £ € R et (uy,)nen+ une suite de nombres complexes telle que lir_~r_1 (Upt1 — up) = L.
n—-+0oo

Montrer que:

. U
lim —= =¢.
n—+oo N

Exercice 1592
Soit (un)nen+ une suite a valeurs strictement positives convergeant vers £ € R*..

n
Montrer que la suite ( Tl uk> converge vers /.
k=1 neN*

Exercice 1593
Soit (U, )nen+ une suite réelle. On suppose qu’il existe (a,b) € R? tel que:

lim w9, =a et lim wu =b.
n—-4-o0o n n—-4o0o ntl

Etudier la convergence de la suite (v,,),en+ définie par:

1
Vn e N*, v, =— .
n (Y nZuk
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Exercice 1594
Soit (un,)nen+ une suite réelle convergente et (v, )nen+ la suite définie par:

1 n
Vn e N*, v, =— Z(—l)kuk.

n
k=1
Montrer que la suite (vy,)pen+ converge vers 0.
Exercice 1595
Soit (un)nen une suite telle que  lim  (up4o — uy) = 0.
n—+4o0o
Montrer que:
U —u
lim Zntl 7 Bn 0.
n—-+o0o n

Exercice 1596

X - ESPCI PC 2017. Mines-Ponts MP 2021

Soit (an)nen €t (by)nen deux suites convergentes de limites respectives a et b.
Montrer que:

. 1 ¢
ngr_{loo ntl kzoakbn,k = ab.

Exercice 1597
n uk

Soit (un)nen+ une suite réelle. On suppose que la suite (Z k> converge.
k=1 neN*

n

1
Montrer que la suite < > uk> converge.
N =1 neN*

Exercice 1598
Soit (un)nen une suite de nombres complexes et (v, )nen la suite définie par:

1 «— /n

k=0

Montrer que, si la suite (uy,)nen converge vers ¢ € C, alors la suite (v, )nen converge également vers /.

Exercice 1599

Soit (an)nen €t (by)nen deux suites réelles convergeant vers 0 avec (by, )nen strictement décroissante.
an — @

On suppose que la suite | ———"+L

) converge vers £ € R.
bn - bn+1 neN

) a
Montrer que la suite <") converge vers /.
"/ neN

Exercice 1600 - Théoréme de Stolz-Cesaro
X - ESPCI PC 2018

Soit (by,)nen une suite réelle strictement croissante divergeant vers +00, (a,)nen une suite réelle et ¢ € R.

an+1 — Qp

On suppose que la suite < ) converge vers £.
neN

bn+1 - bn

) a
Montrer que la suite <") converge vers {.
n/ neN

Exercice 1601
Mines-Ponts MP 2021
On dit qu'une suite réelle (uy,)nen converge au sens de Cesaro vers £ € R si:

1 n—1
lim — E uy = 4.
n—+oo n
k=0

Baptiste GORIN



XVII SUITES

199

On dit qu’une fonction f : R — R est continue au sens de Cesaro si, pour toute suite (u,)nen convergeant au sens

de Cesaro vers ¢ € R, alors la suite (f(uy))nen converge au sens de Cesaro vers f(¥).
Déterminer les fonctions continues au sens de Cesaro sur R.

Exercice 1602
ENS MP 2018
Soit f: N* — R” une fonction croissante telle que:

V(mn) € (N*)*, f(mn) = f(m)f(n).

«

Montrer qu’il existe o € R tel que, pour tout n € N, f(n) = n®.

3 Suites monotones

Exercice 1603

1 /2
Pour tout n € N, on pose u,, = < n)
47\ n

1. Montrer que la suite (u,),en est convergente.
2. Pour tout n € N, on pose v, = (n + 1)u2.

Montrer que la suite (v,)nen est convergente.
3. En déduire la limite de la suite (up,)nen.

Exercice 1604

U
Soit (un)nen+ la suite définie par u; = us = 1 et, pour tout n € N*, w190 = tpq1 + 377:
1. Montrer que:

1

2. En déduire que la suite (uy,)nen+ converge.

Exercice 1605

n
Soit (un)nen une suite de réels strictement positifs. Pour tout n € N, on pose S, = > ug.
k=0

On suppose que:

1
Vn e N*, upp1 < —((Sn — Dup + up—1).
S7L+1

Montrer que la suite (u,)nen converge et déterminer sa limite.

Exercice 1606
Soit (un)nen une suite réelle majorée telle que:

VneN, upir V2> u,.
Montrer que la suite (u,)nen converge.

Exercice 1607
Soit (H,)nen+ la suite définie par:

T =

n
VneN*, H,= Z
k=1
Montrer que la suite (Hy,)nen- diverge vers +oo.

Exercice 1608
Soit a € R, . Etudier la convergence de la suite (u,)nen définie par:

Vn e N*, wu, = H (1+ak).
k=1
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Exercice 1609
Etudier la convergence de la suite (u,)nen- définie par:
n+1 -2k
Up = ——— —-—.
2n+1 k
k=1

Exercice 1610

Soit a €]0; 1] et (uy)nen une suite définie par (ug,u;) € R? avec ug < up et, pour tout n € N*, w11 = uy + @™ uy_1.

Montrer que la suite (u,)nen converge.

Exercice 1611
Etudier la convergence de la suite (uy,)nen+ définie par:

Vn e N*, w, = .
kZ:O\/(n—i-k)(n—i-l—&—kz)

Exercice 1612
Soit (un)nen+ la suite définie par:

Vn € N*, u, = 1+\/2+\/3+ n—1+f

On se propose d’établir la convergence de la suite (uy,)pen+ par deux méthodes.
1. Premiére méthode
Montrer que:
Vne N, ul,, <1+u,v2.
En déduire que la suite la suite (uy,),en- converge.
2. Deuxiéme méthode
Etudier la monotonie de la suite (v,,),en+ définie par:

un_\/ \/2+ n—1+\/7

En déduire que la suite la suite (uy)nen+- converge.

Exercice 1613
X - ESPCI PC 2014
Soit (un)nen une suite réelle minorée telle que:
1
Vn €N, < —_—
" Untl S Un ot (n+1)2
Montrer que la suite (u,)nen est convergente.

Exercice 1614
CCINP PC 2021
Soit (un)nen une suite réelle vérifiant :

1
ug >0 et VneN, 0<upy; <2——.
Etudier la convergence de la suite (u,)nen
Exercice 1615
Navale PC 2017
Soit (un)nen une suite réelle vérifiant :
VYneN, wu, €]0;1] et (1 —wup)upy1 > T

Etudier la convergence de la suite (u,)nen.
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Exercice 1616
X MP 2007
Soit (un)nen une suite réelle vérifiant :
Yn € N*, 2u, < Upy1 + Un—1

1. Etudier la convergence de la suite (u,),en si elle est minorée.
2. Etudier la convergence de la suite (u,)nen si elle est bornée.

Exercice 1617
Soit (U, )nen une suite réelle. Pour tout n € N, on note Au, = U, — Upi1 et A%u, = Ay, — Aty .
On suppose que la suite (u,)nen est bornée et que, pour tout n € N, A2u,, > 0.
1. Montrer que la suite (Au,)nen converge.
. Montrer que la suite (uy)nen est décroissante puis qu’elle converge.

n—1
. En déduire que la suite (S, ),en+ définie par S, = > (k + 1)A2u; converge.
k=0

2
3. Montrer que la suite (nAuy,),en converge vers 0.
4

4 Suites adjacentes

Exercice 1618
Soit (un)nen+ et (Vn)nen+ les suites définies par

"1 1
unzzy et Un:un+n~n!'
k=0

1. Montrer que les suites (un)nen+ €t (Un)nen+ sont adjacentes.
On admet que les suites (un)nen+ €t (Un)nen+ convergent vers e.
2. Montrer que e est irrationnel.
3. Montrer que:
Yn € N*) upy1 —up <e—up < Uy — Up.

En déduire que:

4. Montrer que:

En déduire que:

Exercice 1619
Soit (tn)nen+ et (Vn)nen+ les suites définies par

"1 1
u":ZE et vn:un—&—a.
k=0

Montrer que les suites (un)nen+ €t (Un)nen+ sont adjacentes.

Exercice 1620
Soit (tn)nen+ €t (Un)nen- les suites définies par

1 1
W= T o et
k=1

Montrer que les suites (up)nen+ €t (v )nen+ sont adjacentes.
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Exercice 1621
Soit (un)nen et (vn)nen les suites définies par

2n+1 k

(=1 1
n pry t n = n .
“ kZ:O P e T )

1. Montrer que les suites (u,)nen+ et (v, )nen+ sont adjacentes.
2. Montrer que leur limite commune est un nombre irrationnel.

Exercice 1622
Soit (un)nen+ €t (vn)nen- les suites définies par

n
=D
k=1

Montrer que les suites (un)nen+ €t (Un)nen+ sont adjacentes.

— In(n) et Vp = Up —

x| =
S|

Exercice 1623
IMT PSI 2017
Soit (un)n>2 €t (Un)n>2 les suites définies par

n—1 n—1

1 1 1 1

n = - — ——1 t n — 7 ——1 .
u 2% n n(n) e v E + . n(n)

Montrer que les suites (un)n>2 €t (vn)n>2 sont adjacentes.

Exercice 1624
Soit (tn)nen+ et (vn)nen- les suites définies par:

n
1 1
“”:Zﬁ et U”:u"_‘_npfl avecp e N, p > 2
k=1

Montrer que les suites (up)nen+ €t (v )nen+ sont adjacentes.

Exercice 1625
Soit (tn)n>2 €t (Vn)n>2 les suites définies par:

n—1

1 1
Yn>2, u,=1+ - ¢t v, =u —
- " ; k2(k + 1)2 .
Montrer que les suites (uy)n>2 €t (vy)n>2 sont adjacentes.

Exercice 1626
CCP PSI 2013
Soit (un)nen+ €t (vn)nen+ les suites définies par:

1

n 1 n
VneN*, wu,= — —2vVn+1 et v, = — 2¢/n.

S

k
Montrer que les suites (un )nen+ €t (Un)nen+ sont adjacentes.

Exercice 1627

Soit (v, )nen une suite réelle décroissante et convergeant vers 0 et (uy,)nen la suite définie par:

n

VneN, wu,= Z(—l)kak.
k=0

1. Montrer que les suites (uan)nen €t (U2n41)nen sont adjacentes.
2. En déduire que la suite (uy,)nen converge et que sa limite £ vérifie :

anN, ‘un—f‘ gam_l.
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Exercice 1628
Soit (tn)nen+ et (vn)nen+ les suites définies par:

- 1 1
U”ZH(1+1€2> et vn=<1—|—n>un.
k=1
Montrer que les suites (un)nen+ €t (Un)nen+ sont adjacentes.
Exercice 1629
Soit (un)nen+ et (vn)nen+ les suites définies par:

n

1 1
U"H<1+k~k!) = (Hn-n!>u"'

k=1

Montrer que les suites (up)nens €t (v )nen+ sont adjacentes.

Exercice 1630
Soit (tn)nen+ et (vn)nen+ les suites définies par:

1 n 1 n+1
Uy = 1+ﬁ et v, = 1+E .

Montrer que les suites (up)nen+ €t (v )nen+ sont adjacentes.

Exercice 1631
Soit a € R%, 0 € 0,5 , (Un)nen €t (Un)nen les suites définies par:

0 0
vneN, u,=2""asn (2”> et v, =2""atan (2"> .
Montrer que les suites (un)nen €t (v )nen sont adjacentes.

Exercice 1632 - Moyenne arithmético-géométrique
Mines-Ponts MP 2016. X - ESPCI PC 2010 )
Soit (tn)nen €t (vn)nen les suites définies par (ug,vg) € (Ri) et:

u Uy + vy
Vn € N, nt+l = 2
Un41 = \/UnUn

Montrer que les suites (up)nen €t (v )nen sont adjacentes.

Exercice 1633 - Suites de Schwob
Soit (tn)nen €t (vn)nen les suites définies par (ug,v9) € RY et:

Up, + U,
2
Un+1 = /Un+1Un

1. Montrer que les suites (un)nen €t (Un)nen sont adjacentes.

Uu. =
Vn € N, ot

2. Déterminer leur limite commune.

Exercice 1634 )
Soit (un)nen €t (vUn)nen les deux suites définies par (ug,v9) € (Rj) et:

Uy + U
Unil = 5
Vn € N, QUnUn
Upy1 = ———
Up + Up

1. Montrer que les suites (u,)nen €t (vn)nen sont adjacentes.
2. Déterminer la limite £ des suites (tn)nen et (Un)nen puis un équivalent de w,, — .
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Exercice 1635 )
Soit (tn)nen €t (Vn)nen les suites définies par (ug,vg) € (Ri) et:

Un+1 = 4/UnUn

Vn S N, 2unvn

Un4+1 =
Uy + U

Montrer que les suites (un)nen+ €t (Un)nen+ sont adjacentes.

Exercice 1636 )
Soit (un)nen et (vn)nen les suites définies par (ug,v0) € (R%)” et:

Uy, + Vp

tntl =T
Vn € N, FER
Un_l,_l — n 2 n

Montrer que les suites (un )nen+ €t (Un)nen+ sont adjacentes.

Exercice 1637 )
Soit (un)nen €t (vn)nen les suites définies par (ug,vp) € (Ri) et:

Uy, + Uy

Untl = T

Vn € N, w2 ¥ o2
Upt1 = ————

" Uy, + Vp

Montrer que les suites (up)nen+ €t (Un)nen+ sont adjacentes.

Exercice 1638
Soit (M) € (Ry)?, (tn)nen €t (Un)nen les suites définies par (ug,vo) € R? et :

" Uy, + AUy,
n+l — 5 . ~

14+ A
vneN, Un ‘ﬁ_ﬂvn
R

1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que les suites (un)nen €t (Un)nen soient adjacentes.

2. Etudier la convergence des suites (uy, )nen et (vn)nen dans le cas général.

Exercice 1639 )
Soit (tn)nen €t (Vn)nen les suites définies par (ug,vg) € (Ri) et:

u'l’L Jr IUH
Uptl = —

Vn € N, wy /Ut + v
3

Un4+1 =
Montrer que les suites (up)nen €t (v )nen sont adjacentes.

Exercice 1640 )
Soit (uy)nen et (Un)nen les suites définies par (uo,vo) € (R%)”, uo < vg et:

_ Up Uy
unJrl —

2
el Un + /T
=Ty

1. Montrer que les suites (u,)nen €t (vn)nen sont adjacentes.
2. a) Montrer que:

' —x !
V(z,2') € (Ri)27 r<ax, —=
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Un — Un

b) En considérant la suite (ln(vn)ln(un)

) , déterminer la limite des suites (uy)nen €t (Vn)nen-
neN

Exercice 1641
CCP PC 2014. ESCP 2011
On note F 'ensemble des suites réelles (uy)nen qui vérifient la relation de récurrence:

Vn € N*,  upp1 = (4n+ 2)up + tp_1.

1. On considére les deux suites (ap)nen et (bn)nen appartenant & F et définies par ag = by =1 et a; = by = 0.
a) Etudier la monotonie des suites (ay)nen+ €t (by)nen--
b) Montrer que les suites (a,)nen et (bn)nen tendent vers Uinfini.

¢) Montrer que
VneN, apy1by, —anbyyr = (71)n+1'

a a
d) Montrer que les deux suites (2n> et <2"+1> sont adjacentes.
2n / peN+ ban+1 neN*

On notera £ leur limite commune.
. ) a
e) Que peut-on dire de la suite (") ?
f) Montrer que:
In_y

bn

<

Vn € N* < .
"e ’ bnbn+1

’ 1

g) Déterminer nll}r_{_loo(an — lby).

h) Soit p € R. Déterminer 1irJIrl (an — pby) en fonction de la position de p par rapport a /.
n—-+oo

2. Dans cette question, (u,)nen désigne une suite de E.

a) Montrer qu’il existe deux réels A et A tels que:
up = Aag — N'bg et up = Aag — N'by.

b) Montrer que, pour tout n € N, u,, = Aa, — N'by,.

m u, =0, alors \' = \{.

¢) Montrer que si li
n—-+o00o

5 Suites récurrentes

5.1 Suites usuelles

Exercice 1642
n+1

Soit (un)nen définie par ug = 1 et, pour tout n € N, > ug = 4u,, + 2.
k=1
1. Montrer que la suite (tp4+1 — 2uy)nen est géométrique.

U
2. Montrer que la suite (—n> est arithmétique.
2™ /) neN

3. En déduire 'expression de u,, en fonction de n.

Exercice 1643
Soit (un)nen+ la suite définie par u; = 0 et, pour tout n € N, w1 = up + 1 4 24/u, + 1.
Déterminer ’expression de u,, en fonction de n.

Exercice 1644
Putnam 1993
Soit (u,)nen une suite de réels non nuls telle que:

Vn € N, u% — Up—1Upt1 = 1.

Montrer qu’il existe A € R tel que, pour tout n € N*, w11 = Auy — up—1.
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Exercice 1645
Soit (un)nen une suite arithmétique ne s’annulant pas.

Montrer que:
n—1

vneN, 3 L _n

UkU U’LL.
o UkUk+1 0Un

Exercice 1646
Soit (uy)nen une suite arithmétique a termes strictement positifs.
Montrer que:
n—1 1 n
Vn € N*, = .
,; Vg +\/0gr1 /G0 + /O

Exercice 1647
Soit (un)nen+ une suite arithmétique.

Montrer que:
2n

Vn € N*, Z(—l)k_lui = 2# (uf —u3,) .
k=1

Exercice 1648
Soit (un)nen+ une suite et (v, )nen+ la suite définie par:

Montrer que la suite (u,)nen+ est arithmétique si, et seulement si, la suite (v, )nen+ Pest.

Exercice 1649

Up
Soit (un)nen la suite définie par (ugp,u;) € (R’_’;)Z, uy < ug, et, pour tout n € N, up 9 = nontl

. . . 2un - un+1 .
Déterminer 'expression de wu,, en fonction de n, ug et uy.
s WO

Exercice 1650
Soit (Un)neN, (Vn)nen et (wn)nen trois suites telles que, pour tout n € N, v, = w,, — Upy2 €t Wy, = Uy + 241 + 3Up4a.
Montrer que (uy,)nen est arithmétique si, et seulement si, (wy,)nen est arithmétique et, pour tout n € N, v, < vp41.

Exercice 1651
Olympiades de Moscou 1963
Up 1 +2

Soit (un)nen+ la suite définie par u; = ug = 1 et, pour tout n € N*, u, 4o =
Unp,

Montrer que, pour tout n € N*, u,, est un entier naturel impair.

Exercice 1652
ICNA PSI 2017
Déterminer les fonctions bijectives f : [0;1] — [0; 1] vérifiant :

Ve e 01, fQ2z— f(x) ==

Exercice 1653 .

Soit ¢ € R\ {1} et (un)nen une suite telle que qu, = > uy.
k=0
Déterminer I'expression de u,, en fonction de ¢ et ug.
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Exercice 1654
Soit (un)nen la suite définie par vy € R, u; € R et:
1 1
Vn € N, =— .
" 2 2 <un - Un+1>

On suppose que la suite (u,)nen est périodique.
Montrer que ugu; = 1.
Exercice 1655

. 12 o e azp, + bz,
Soit (a,b) € (R+) et (zn)nec la suite définie par zy € C et, pour tout n € N, z, 41 = kb

a
Etudier la convergence de la suite (2, )nen-
Exercice 1656 b
Soit (a,b) € (Ri)z et (zn)nec la suite définie par zy € C et, pour tout n € N, z, 41 = %
a

Etudier la convergence de la suite (2, )nen-
Exercice 1657
Navale PSI 2019
Etudier la convergence de la suite (2, )nen définie par 2z € C* avec Arg(zg) €]0,7[ et, pour tout n € N, 2,41 = %\Zﬂ

Exercice 1658
Etudier la convergence des suites (uy )nen, (Vn)nen et (wy)nen définies par (ug,vo,v0) € R? et:

Un +wn
Up+1 = 5
Uy, + W
Vn € N, Un4+1 = %
Uy + U
=T

Exercice 1659
Soit (U )nen et (Un)nen- les suites définies par (ui,v1) €]0;1[% et:

Upt1 = Ut (1 — up — vn) + up

Vn€N7 {Un+1_vl(1unvn)+vn

Montrer que les suites (un)nen+ €t (Un)nen+ convergent et déterminer leurs limites.

Exercice 1660

4, + 1+ 24u, + 1

Soit (un)nen la suite définie par ug = 1 et, pour tout n € N, w41 = 16

Déterminer ’expression de u,, en fonction de n.

Exercice 1661
Soit (a,b) € R x R* et (up)nen une suite telle que:

Vn € Na Un+2 = AUp41 — buy,.
Lo 2 .
Montrer que o (u2 41 — atni1uy + bu?) ne dépend pas de n.

Exercice 1662
X MP 2017. X - ESPCI PC 2016. Mines-Ponts PC 2021
Déterminer les fonctions f : Ry — Ry vérifiant :

Ve € Ry, (fof)(x)+ flx) =12z
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Exercice 1663 )
Soit (a,b) € (Ri) . Déterminer les fonctions f: Ry — R, continues, vérifiant :

Ve e Ry, (fof)(@)+af(x) = bla+ bz

Exercice 1664
Soit (un)nen la suite définie par ug = 0 et, pour tout n € N, w1 = Su, + /2402 + 1.
Déterminer ’expression de u,, en fonction de n.

Exercice 1665 - Suite de Fibonacci
Soit (F,)nen la suite de Fibonacci définie par Fy = 0, F; =1 et, pour tout n € N, Fj, 10 = F,,11 + F),.

1.

10.

11.

12.

13.

a) Soit n € N. Calculer > Fj.
k=0
b) En déduire que:

Vn € N¥, Z(n +1—Kk)Fy,=F,14— (n+3).
k=1

Soit n € N*. Calculer > Fop_1 et > Foy.
k=1 k=1

n
Soit n € N*. Calculer Y (—1)*+1F}.
k=1
Montrer la formule de Lucas (1876) :
VneN', > F?=F,F.
k=1

Montrer que:
2n—1

2n
Vn € N, Z FyFyp1 = F3, et ZFka+1 = F22n+1 -1
k=1 k=1

Montrer la formule de Cassini (1680) et Simson (1753) :
VneN*, F, 1F —F?=(-1)".
a) Montrer que:
V(mn) € N* x N, Foin = FpFni1 + Fro1Fp.
b) En déduire les formules de Lucas (1876) :
VneN, F2  +F2=F1 e VneN, F2. —F2 =P,

7

Montrer la formule d’Ocagne :
V(mmn) €EN? n>=m, F,Fni— FpFoi=(—1)"Fp_p.

Montrer que:
n

F._ F,
¥nenNt, > k-l g Int2

2k 2n
k=1
Montrer que:
n—1—k
VneN, F,= .
wen. £=3 ("7 7Y
keN

Montrer que:
n

n
¥(m,n) € N?, E <k) Foik = Frgon.
k=0

1 ((1+v5) [1-v5\"
o g (5 (52))

Montrer la formule de Binet :

Montrer que:

2 2 2 2

Vn € N*, <1+¢5> L (1_‘/5> _1=VhL e
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5.2 Suites définies par une relation de récurrence u,11 = f(u,)

Exercice 1666

ENS MP 2005. X MP 2018. Mines-Ponts PC 2018. CCP PSI 2009

Soit f : [0;1] — [0;1] une fonction 1-lipschitzienne et (un)nen la suite définie par ug € [0;1] et, pour tout n € N,
Up + f(un)

Upt1 = —

Etudier la convergence de la suite (u,)nen.

Exercice 1667
Soit a € R . Etudier la convergence de la suite (u,)nen définie par ug € R et, pour tout n € N, w41 = up (2 — auy,).

Exercice 1668
Etudier la convergence de la suite (uy,)nen définie par ug € R et, pour tout n € N, u,11 = 2u,21 + 1.

Exercice 1669 1

Etudier la convergence de la suite (uy,)nen définie par ug € R*\ {1} et, pour tout n € N, w, 1 =1 — —.
Un

Exercice 1670
Soit @ € R. Etudier la convergence de la suite (un)nen définie par ug €]0,af et, pour tout n € N, u,pq =
(a+ Duy, + a?

Up +a+1

Exercice 1671 U
Etudier la convergence de la suite (u,)nen définie par ug > 0 et, pour tout n € N, u,11 = 1 Jr” 5

un
Exercice 1672
f . e 16 + u?
Etudier la convergence de la suite (up)nen définie par ug € R et, pour tout n € N, w41 = 7
Exercice 1673
Etudier la convergence de la suite (uy,)nen définie par ug € Ry et, pour tout n € N, up11 = v/3u, + 4.

Exercice 1674

7]

- . . 7 5
Etudier la convergence de la suite (uy)nen définie par ug > 1 et, pour tout n € N, w41 = 5 + 4 Uy —

Exercice 1675
Mines-Ponts MP 2013. Centrale PC 2014. ENSEA - ENSIIE MP 201/

14 2u

Soit (un)nen la suite définie par ug € R% et, pour tout n € N, u, 41 = up T I 3un'
Déterminer un équivalent de u,,. "
Exercice 1676
Mines-Ponts MP 2014

. . . uZ +1
Soit (un)nen la suite définie par ug € R% et, pour tout n € N, uy41 = up 3u"2 1

n

Déterminer un équivalent de u,,.

Exercice 1677
X PC 2001

2
o . . u; +3
Etudier la convergence de la suite (u,)nen définie par ug € Ry et, pour tout n € N, uyq1 = —2

2(up + 1)

Exercice 1678
CCINP PC 2019
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1. Montrer que:

k=2
. . oo 1 1+u?
Soit (un)nen+ la suite définie par u; = 3 et, pour tout n € N*, u,4; = 5
Uy =1 —up.
1

2. Montrer que, pour tout n € N* u,, € [2,1}
3. Montrer que:

1 1 1

Yn € N*,

Un+1 Up 2—v,

En déduire que:
2
VneN*, v, < ——.
n+3

4. Montrer que:

1 245
VneNt, — <

1
— 1).
- 1 +21n(n+ )

5. En déduire un développement asymptotique a deux termes de u,,.

Exercice 1679

Etudier la convergence de la suite (u, )nen définie par ug € R et, pour tout n € N, u, 41 =

Exercice 1680

Etudier la convergence de la suite (uy,)nen définie par ug € R et, pour tout n € N, w,11 =1+

Exercice 1681

Etudier la convergence de la suite (u,)nen définie par ug € R et, pour tout n € N, up 41 =

Exercice 1682

, et (Un)nen+ la suite définie par

(un + 1)2
—

2
Un
4

S

uz +1

2

Soit (a,b) € (R’jr)2 avec a < b. Etudier la convergence de la suite (uy,)nen définie par ug € Ry et, pour tout n € N,

u2 + ab

Un+1 = m

Exercice 1683

Etudier la convergence de la suite (u,)nen définie par up € Ry et, pour tout n € N, 41

Exercice 1684
CCP PC 2017

Soit ¢ € R et (uy)nen la suite définie par ug = 0 et, pour tout n € N, u, 11 = u2 + c.

1. Résoudre I’équation x = 22 + ¢ en fonction de c.
1
2. On suppose que ¢ € {0,4] .

Montrer que la suite (u,)nen converge et préciser sa limite.
3. On suppose que |¢| > 2 et on pose o = |¢| — 1.

Montrer que, pour tout n € N*, |u,| > |c|a™1.

La suite (uy,)nen converge-t-elle?

1
4. On suppose que ¢ € } 4,2] .

Montrer que:

1
Vn € N, unH—un}c—Z.

La suite (u,)nen converge-t-elle?
5. On suppose que ¢ €] — 2;0].
Montrer que la suite (uy,)nen est bornée par |c|.

3
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Exercice 1685
X MP 2005. Mines-Ponts PC 2017.

1. Soit (un)nen la suite définie par ug € R et, pour tout n € N, up, 11 = u,, — u?.

a) Etudier la convergence de la suite (i, )nen-
b) On suppose que ug €]0; 1[. Déterminer un équivalent de u,, quand n — +oo.
2. Généralisation
Soit @ € R% et (un)nen la suite définie par ug €]0; 1] et, pour tout n € N, 41 = wp — ud .
Déterminer un équivalent de u,,.

Exercice 1686
X - ESPCI PC 2008
Etudier la convergence de la suite (uy)nen définie par ug € Ry et, pour tout n € N, tp1 = 1+ /.

Exercice 1687

Mines-Ponts MP 2014. CCP PSI 2005

Soit (un)nen la suite définie par ug € Ry et, pour tout n € N, w, 1 = /u2 + uy.
1. Etudier la convergence de la suite (u,)nen-

2. Déterminer un équivalent de u,, quand n — +oc.

Exercice 1688
X - ESPCI PC 2017
1+ u,

Soit (un)nen la suite définie par ug > —1 et, pour tout n € N, w1 = 5

1. Montrer que la suite (u,),en converge et préciser sa limite £.
2. Déterminer un équivalent de u,, — /.

Exercice 1689
Etudier la convergence de la suite (u,)nen définie par ug € R et, pour tout n € N, up11 = 2u, + u%

Exercice 1690
Soit a € R. Etudier la convergence de la suite (tun)nen définie par ug € R et, pour tout n € N, w41 = u2 + (1 —
2a)u, + a®.

Exercice 1691
Etudier la convergence de la suite (uy,),en définie par ug € R et, pour tout n € N, w11 = u2 — 2u, + 2.

Exercice 1692

3
A . . u, +up —1
Etudier la convergence de la suite (u, )nen définie par ug > 0 et, pour tout n € N, up1 = uy — n " -

3u? +1

Exercice 1693

3
. - . . P u, + 3au
Soit a € R% . Etudier la convergence de la suite (uy)nen définie par ug € R et, pour tout n € N, up 41 = ——5—

3uZ +a

Exercice 1694
X - ESPCI PC 2016. Mines-Ponts PC 2019

1 a
Soit a € R% et (un)nen la suite définie par ug € RY et, pour tout n € N, w41 = 3 (un + >

n
1. Montrer que la suite (uy,)nen converge et déterminer sa limite £.

2. Déterminer un équivalent de u,, — £.

Exercice 1695

Etudier la convergence de la suite (un)nen définie par ug € R* et, pour tout n € N, uy 11 = up + — — 1.
n

Exercice 1696
uZ +1

Etudier la convergence de la suite (u, )nen définie par ug € R\ {1} et, pour tout n € N, u,, | = T
Up —
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Exercice 1697 1
Etudier la convergence de la suite (u, )nen définie par ug € R et, pour tout n € N, u, 1 = 3 (uf’l + 1).
Exercice 1698
Soit (un)nen la suite définie par ug € R et, pour tout n € N, w41 = uy, + —

un
1. Etudier la convergence de la suite (u,)nen-
2. Déterminer un équivalent de u,,.
Exercice 1699 )
Soit (un)nen la suite définie par ug € R et, pour tout n € N, up 41 = up + .

V Un
1. Etudier la convergence de la suite (u,)nen.
2. Déterminer un équivalent de u,,.
Exercice 1700
X MP 2018. X - ESPCI PC 2019. Mines-Ponts MP 2018. Centrale PSI 20116. TPE PSI 2016
Soit (un)nen la suite définie par ug > 1 et, pour tout n € N, w1 = u, + —.

Unp
1. Etudier la convergence de la suite (u,)nen-
2. Déterminer un équivalent de u,,.
3. On suppose que ug = 5. Montrer que: 45 < u19pg < 45,1.
Exercice 1701
Qlly,

Soit a € RY.. Etudier la convergence de la suite (u, )nen définie par ug € R% et, pour tout n € N, up 1 =

Exercice 1702

Soit r €]0;1[, a € Ry et (un)nen la suite définie par ug = a et, pour tout n € N, wp 1 =7+ up —

Etudier la convergence de la suite (t;, )nen-

Exercice 1703

Unp

N

Etudier la convergence de la suite (uy,),en définie par ug € [0;1] et, pour tout n € N, uy 41 = ———e

VUn + VI =,

Exercice 1704

Etudier la convergence de la suite (u,,)nen définie par ug € R et, pour tout n € N, w,q1 = [un] + (u, — LunJ)2

Exercice 1705
X -ESPCI PC 2015

Etudier la convergence de la suite (uy,)nen définie par ug = 1 et, pour tout n € N, u, ;1 = V2

Exercice 1706

IMT PC 2019

Soit (un)nen la suite définie par ug € R% et, pour tout n € N, u, 1 = Arctan(uy,).
1. Montrer que la suite (uy,)nen converge et déterminer sa limite.

1
2. Déterminer o € R pour que la suite ( — = a> converge.
n+1 Un neN

3. En admettant le théoréme de Césaro, déterminer un équivalent de u,,.

Exercice 1707
X MP 2007. X - ESPCI PC 2015. Mines-Ponts PSI 2005. CCP MP 2016

1. Soit (un)nen la suite définie par ug € R et, pour tout n € N, up1 = upe™ .
a) Etudier la convergence de la suite (i, )nen-
b) Déterminer un équivalent de w,, quand n — +oo0.
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2. Généralisation
Soit v € R* et (un)nen la suite définie par ug € R et, pour tout n € N, w41 = Upe Un.
Etudier la convergence de la suite (u,)nen puis déterminer un équivalent de u,, quand n — +oo.

Exercice 1708
Etudier la convergence de la suite (uy,)nen définie par ug € R et, pour tout n € N, u,411 = e¥n + 1.

Exercice 1709

Soit (un)nen la suite définie par ug € R et, pour tout n € N, w,41 = €% — 1.
1. Etudier la convergence de la suite (u,)nen-

2. On suppose que ug € R* . Déterminer un équivalent de u,,.

Exercice 1710

X MP 2005. Centrale PSI 2017. TPE MP 2005

Soit (un)nen la suite définie par ug > —1 et, pour tout n € N, w41 = In(u, + 1)
1. Etudier la convergence de la suite (u,)nen.

2. On suppose que ug € R’} . Déterminer un équivalent de u,,.

Exercice 1711
Mines-Ponts PC 2019

» en —1
Etudier la convergence de la suite (u,)nen définie par ug € R% et, pour tout n € N, u, 41 = In ( >
Un

Exercice 1712
Mines-Ponts MP 2013

1
Soit (un)nen une suite telle que ug > 1 et, pour tout n € N, up41 = uy +

In(u,)

1. Etudier la convergence de la suite (u,)nen-
2. Déterminer un équivalent de u,, quand n — +oc.

Exercice 1713
Soit a € R Etudier la convergence de la suite (u,)nen définie par ug < a et, pour tout n € N, w11 = up+In(a—u,).

Exercice 1714
Soit a € R. Etudier la convergence de la suite (u,),en définie par ug € ]0,e[ et, pour tout n € N, w11 = up(a—In(uy)).

Exercice 1715
- . . . u? + Ty,
Etudier la convergence de la suite (uy,)n,en définie par ug > 0 et, pour tout n € N, w1 = "T —1.

Exercice 1716 )
Soit (a,b) € (Rj) avec a < b. Etudier la convergence de la suite (u,)nen définie par ug € R* et, pour tout n € N,

b ab
Upt1 =a+b— —.
+ Uy,

Exercice 1717

. u
Etudier la convergence de la suite (uy,)nen définie par ug € [0;2] et, pour tout n € N, w1 = L

2 — Uy

Exercice 1718 1
Etudier la convergence de la suite (un)nen définie par ug > —3 et, pour tout n € N, u,11 = In(2u, + 1).

Exercice 1719
Etudier la convergence de la suite (u,)nen définie par ug € R% et, pour tout n € N, u,41 = In(2u,) + 1.

Exercice 1720
Etudier la convergence de la suite (uy)nen définie par ug € R et, pour tout n € N, up1 = In(uy) + 2.
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Exercice 1721
Etudier la convergence de la suite (u, )nen définie par ug € [0;1] et, pour tout n € N, w1 = (1 — u,)2.

Exercice 1722

Soit (un)nen la suite définie par ug € [—2;2] et, pour tout n € N, w, 1 = /2 — uy.
Etudier la convergence de la suite (uy,)nen-

Exercice 1723

. 2
Etudier la convergence de la suite (uy,)nen définie par ug € Ry et, pour tout n € N, w1 = Tru
un
Exercice 1724
. e~ Un
Etudier la convergence de la suite (uy)nen définie par ug € R% et, pour tout n € N, w41 = .
Unp

Exercice 1725

o . . . 1-u
Etudier la convergence de la suite (u,)n,en définie par ug € R et la relation de récurrence u,4+1 = n

1+u2’

Exercice 1726
Soit A €]0;1]. Etudier la convergence de la suite (uy,)nen définie par ug €]0; 1] et, pour tout n € N, u, 41 = 1 — Au?.

5.3 Autres suites récurrentes

Exercice 1727

X-ESPCI PC 2015

Soit (zy,)n>0 la suite définie par zp = 1 et, pour tout n, T,41 = o X - -+ X Ty, + 2.
Déterminer un équivalent de x,,.

Exercice 1728
Mines-Ponts MP 2016
Soit a € R% et (un)nen- la suite définie par u; = 1 et, pour tout n € N*, w41 = uy, +

3=

(ul e un)
1. Déterminer la limite de la suite (uy)nen--

2. Déterminer la limite de la suite ( Un ) .
n=2

In(n)

Exercice 1729

Centrale PC 201/

Soit (un)nen+ la suite définie par u; € R et, pour tout n € N, w41 =€~
1. Etudier la convergence de la suite (u,)nen-

2. Déterminer un développement asymptotique & deux termes de u,,.

Yn
n

Exercice 1730

1
Soit (un,)nen une suite réelle telle que, pour tout n € N, u,, € ] 571 [, et (vn)nen la suite définie par vo = ug et :

Un + Un+1

YneN, v = .
) n+1 1+ Unt1Vn
Montrer que la suite (v, )nen converge et déterminer sa limite.

Exercice 1731
Centrale PC 201/

1
Soit (un)nen la suite définie par up = 1 et, pour tout n € N, w41 = 5\/71 + 1+ uy,.
Déterminer un développement asymptotique & deux termes de u,,.

Exercice 1732

X - ESPCI PC 2013

Soit (un)nen la suite définie par ug € Ry et, pour tout n € N, u, 11 = Vu, + n2.
Déterminer un équivalent de u,,.
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Exercice 1733

Mines-Ponts MP 2018

Soit (uy)nen la suite définie par ug € Ry et, pour tout n € N, uy 1 = /U, + n.
Déterminer un développement asymptotique & deux termes de u,,.

Exercice 1734

X MP 2007

Soit (uy)nen une suite définie par ug € Ry et, pour tout n € N, w41 = |u, — n|.
Déterminer un équivalent de u,,.

Exercice 1735
X - ESPCI PC 2014. Mines-Ponts MP 2021

. o R  nuy
Soit (un)nen- la suite définie par u; € R et, pour tout n € N, up 41 = TR TR
Déterminer un équivalent de u,,.
Exercice 1736
Mines-Ponts MP 2016
Unp, 1

Soit (un)nen+ une suite définie par u; € R et, pour tout n € N*, up 1 = — + —.
noon
1. Montrer que la suite (u,),en+ converge vers 0.

2. Déterminer un équivalent puis un développement asymptotique & deux termes de u,,.

Exercice 1737

Concours général 1995

. 1

Etudier la convergence de la suite (uy,)nen définie par ug > 0 et, pour tout n € N, w11 = /u, + 1
n

Exercice 1738 n

Soit (un)nen la suite définie par ug =1 et, pour tout n € Ny up41 =1+ —.
Unp
Donner un équivalent puis un développement asymptotique de u,,.

Exercice 1739

Soit (un)nen la suite définie par ug € R%, up € R et, pour tout n € N, upq0 = ntl

14 Up 1ty
1. Etudier la convergence de la suite (u,)nen-
2. Déterminer un équivalent de u,,.

Exercice 1740
Soit (un)nen la suite définie par 0 < up < ug et:

VneN, upyo=

Etudier la convergence de la suite (t, )nen-

Exercice 1741
Soit (un)nen la suite définie par (ugp,u1) € (R’_’;)Z et, pour tout n € N, up19 = \/Upt1 + Up.
1. On suppose que, pour tout n € N, u,, < 1.
Montrer que la suite (u,)nen+ est croissante.
En déduire qu’elle est convergente puis déterminer sa limite.
Aboutir & une contradiction.
2. En déduire qu'il existe ng € N tel que, pour tout n > ng, u, > V2.
3. Montrer que:

Vn 2 no, |unt2 — 2| < (U1 — 2|+ |un — 21).

W =

1
4. Soit (v )n>n, la suite définie par vy, = |tun, — 2|, Ung+1 = |Ung+1 — 2| €t, pour tout n = ng, vp4o = g(vn_l,_l + Up)-

Montrer que, pour tout n = ng, |u, — 2| < vy.
En déduire que la suite (uy,)nen est convergente et déterminer sa limite.
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Exercice 1742
Etudier la convergence de la suite (u, )nen définie par ug,u; > 0 et, pour tout n € N, u, 1o = VUng1 + /Un.
Soit (un)nen la suite définie par (ug,u1) € (Ri)Q et, pour tout n € N, upy2 = \/Upt1 + /Un-
1. On suppose que, pour tout n € N, u,, < 1.
Montrer que la suite (u,)nen+ est croissante.
En déduire qu’elle est convergente puis déterminer sa limite.
Aboutir & une contradiction.

2. En déduire qu'’il existe ng € N tel que, pour tout n > ng, u, > 2.
3. Montrer que:

(Juny1 — 4] + [un — 4]).

W =

Vn > ng, |upge —4] <
. . o 1
4. Soit (vp)n>n, la suite définie par vn, = |un, — 4|, Vng+1 = |Une+1 — 4| €t, pour tout n > ng, vp42 = g('l)n+1 + Up).
Montrer que, pour tout n > ng, |u, — 4| < v,.

En déduire que la suite (uy,)nen est convergente et déterminer sa limite.

Exercice 1743

2 2
A . . Uppy T U
Etudier la convergence de la suite (uy,)nen définie par (ug,u1) € (Ri)z et, pour tout n € N, w10 = —ndl - n
Up+41 + up
Exercice 1744
. . . u%+1 +up,
Soit (un)nen la suite définie par uy > ug > 1 et, pour tout n € N, w40 = -
1. a) Montrer que:
VneN, upyo > Upgpr > up > 1.
b) En déduire que la suite (uy,),en diverge vers +oo.
U 1
2. Pour tout n € N, on pose v,, = ?n et w, = o In(vy,).
a) Pour tout n € N, exprimer w,,+1 — w,, en fonction de wu,y1 et u,.
2u
b) Montrer que la suite (";1 — 1) est bornée.
n neN*
c) Montrer qu'il existe ¢ € R* tel que:
V¥n € N* < < —
n e 5 O\wn_i,_l*wn\ﬁ.
En déduire que la suite (wy,)nen converge.
3. a) Montrer que:
Gk | 1
2
V(n,p) €N, p>n=>2, ngp*wnggmgwlvn-
b) On note ¢ la limite de la suite (wy,)nen-
Montrer que:
1
Vn > 2, 0<l—w, < .
2nq,
¢) En déduire un équivalent de la suite (uy,)nen.
Exercice 1745
Centrale PSI 2021
Soit (a,b) € (R%)” et la suite défini R*)? et tout n € N _ Unp1 + 0
oit (a,b) € (R%)” et (up)nen la suite définie par (ug,u1) € (R%)” et, pour tout n € N, w9 = o b
n

1. Montrer que:
a(b+1) a
T et Un+5>m=M+b-

vn € N, Upy3 < M =

Dans la suite de ’exercice, on suppose que b > 1.

Pour tout n € N, on considére les suites (o, )nen €t (Bn)nen définies par a;, = égf uy et B = sup u.
Zn k>n

2. Montrer que les suites (a,)nen et (Bn)nen convergent.
On note « et B leurs limites respectives.
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3. Montrer que:

Qpy1t+a Bni1ta
VYn € N, nio = ———— t o <
" n+2 2 75 T ¢ B2 an +b
En déduire que:
a+a B+a
P t <
e A

4. Montrer que la suite (u,)nen converge.

Exercice 1746
Mines-Ponts MP 2019

Etudier la suite (u,)nen définie par (ug,u;) € (Ri)Q et, pour tout n € N, w40 = In(1 4+ upt1) + In(1 + uy).

Exercice 1747
Mines-Ponts MP 2021

Soit (un)nen la suite définie par ug € Ry et, pour tout n € N, w41 =

2n
Déterminer la limite de la suite () .
Un neN

1
Indication. — Considérer 6,, = Arcsin )
Un,

Exercice 1748
Mines-Ponts MP 2017. Mines-Ponts PSI 2015

u
Soit (un)nen la suite définie par uy € R% et, pour tout n € N, u,qq = n

1+ nu2’
Etudier la convergence de la suite (u,)nen puis déterminer un équivalent de u,,.

Exercice 1749

X - ESPCI PC 2016

Soit (un)nen+ la suite définie par u; = 1 et, pour tout n > 2, u, = Uls| + 1.
2

Déterminer un équivalent de u,,.

Exercice 1750
Etudier la convergence de la suite (uy,)nen définie par ug =0, u; =1 et:

Up + (4 Dupir

VneN, Upyo =
" tn2 n—+2

Exercice 1751

- . Upy—
Soit (un)nen une suite telle que, pour tout 7 € N*, i, 1 = u, + — !

n+1

. U
Etudier la convergence de la suite (—2) .
n</ neN+*

5.4 Suites récurrentes simultanées

Exercice 1752
Soit (Zp)nen et (yn)nen les suites définies par (z0,50) € (Ry)>\ {(0;0)} et les relations de récurrence::

Tn
Tntl = 5
Vn € N, oyt Yn
Yn4+1 = 5 5
T3+ Yy

Etudier la convergence des suites (7, )nen €t (Yn)nen-

Exercice 1753
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Soit (tn)nen; (Un)nen €t (wy)nen les suites définies par (ug,vg,wp) € (Ri)g et:

1
Up = Up + —
Wn
Vn € N, Up = Wy + —
U
Wp = Up + —
n

Montrer que les suites (un)nen, (Un)nen €t (Wn)nen ne sont pas bornées.

Exercice 1754
ESCP Question courte 2017

Soit (un)nen €t (vn)nen deux suites réelles définies par ug € R% , vg € RY et les relations de récurrence :

1

Un+1 = Unp + —

Vn € N, 11"
Un+1 = Un + —

n

1. Montrer que:
Unp
VneN, Uppo —Unpr = —— (Ung1 — Up).
Un+1

2. Montrer que les suites (up)nen €t (Un)nen divergent vers +oo.

Exercice 1755
Etudier la convergence des suites (un)nen €t (vn)nen définies par 0 < up < v et:

2

U
n

* Unt1 = Uy + U

VTLEN, n’U2 n
_ n

Un41 = —— —

Up + Up

Exercice 1756

Soit o €]0; 1[. Etudier la convergence des suites (uy, )nen €t (vn)nen définies par (ug,vg) €]0; 1[% et :
Upt1 = au? + (1 — a)v?
Unt1 = (1 = a)up, + o)

Vn € N, {

Exercice 1757
Soit (tn)nen et (vn)nen définie par (ug,vo) €]0; 1[%, ug < vo, et les relations de récurrence:

Un

U =ulr
Vn € N, ol "
Un4+1 = Uy

Montrer que la suite (u,)nen converge et que la suite (v, )nen converge vers 1.

Exercice 1758
Soit (Un)nen et (vn)nen les suites définies par 1 < ug < vg et:

Up + +/Un

2
VUp + /Unp,
2

Un+1 =
Vn €N,

Un+1 =

Montrer que les suites (un)nen €t (Un)nen convergent et ont la méme limite que 'on déterminera.

Exercice 1759
Etudier la convergence des suites (up,)nen €t (vn)nen définies par ug = vy =0 et :

Un+1 = V7_Un
Vn € N, { 1 = /T Fun
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Exercice 1760 5
Soit (tn)neN, (Un)nen et (wn)nen les suites définies par (ug,vo,wp) € (Ri) et:

1
Un+1 = g(un + v +wn)
3 1 1 1
Vn € N, = — 4+ — 4 —
Up+1 U, Un Wn,

Wn41 = \3/ UpUp W

Montrer que les suites (un)nen, (Un)nen €t (Wn)nen convergent et ont la méme limite.

Exercice 1761
X - ESPCI PC 2015
Soit (tn)nen et (Vn)nen les suites définies par (ug,vo) € [0;1]% et :
1 1
VYneN, upr1 = | min(z,v,)dx et v,y = [ max(x,u,)dz.
0 0

Etudier la convergence des suites (ty)nen €t (v )nen-

Exercice 1762
Soit (tn)nens (Vn)nen €t (wp)nen les suites définies par —1 < up < vp < wp < 1 et:

IR
Uptl = 5/ min(x,v,,w,)dz
-1

1
Vn €N, Vpa1 = 5/ milieu(z,u, ,wy, )dx
-1

1 1
Wpy1 = 5/ max (&, Uy,,v, )dx
1
Montrer que les suites (un)nenN, (Vn)nen €t (Wn)nen convergent.

Exercice 1763
Soit (tn)nens (Vn)nen €t (wp)nen les suites définies par 0 < up < vg < wo < 1 et:

1
un+1:/ min(x,v,,wy,)dz
0

1
Vn € N, Vpt1 = / milieu(x,u, ,wy, )dz
0

1

W1 = / max (v, )dr
0

Montrer que les suites (un)neN, (Un)nen €t (Wn)nen convergent.

Exercice 1764
Centrale MP 2005
Soit (Un)neN, (Un)nen €t (Wn)nen les suites définies par ug € R, v9 € R, wy € R et:

Un+1 = |Un - wn|
Vn € N, Un+1 = |wn - un|
Wp+1 = |un - vn|

Montrer que ces trois suites sont convergentes, 'une vers 0 et les deux autres vers des limites égales.

6 Suites implicites

Exercice 1765
CCP PSI 2016
Soit f la fonction définie sur R par f(z) =« —e™*.
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1. Montrer que, pour tout n € N, I’équation f(x) = n admet une unique solution z,,.
2. Déterminer un développement asymptotique & 2 termes de x,,.

Exercice 1766

X - ESPCI PC 2013

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = ze®.

1. Montrer que, pour tout n € N, I’équation f(x) = n admet une unique solution x,,.
2. Déterminer la limite puis un équivalent de x,,.

Exercice 1767
X MP 2011. X - ESPCI PC 2019. Mines-Ponts PC 2021. CCP PSI 2014
Soit f la fonction définie sur R par f(z) =e® + x.

1. Montrer que, pour tout n € N, I’équation f(x) = n admet une unique solution z,,.
2. Déterminer un développement asymptotique & 3 termes de x,,.

Exercice 1768
ESCP Question courte 2006
Montrer que, pour tout n de N*, il existe un unique x,, solution de I’équation :

1
In(z) +2z=—
(0) 4=
Etudier la suite (2,)nen--
En notant ¢ sa limite, donner un équivalent de x,, — ¢ lorsque n tend vers 'infini.

Exercice 1769
Montrer que, pour tout n € N, il existe u,, € R% , unique, tel que u,, + In(u,) = n.
Donner un développement asymptotique a 3 termes de u,,.

Exercice 1770

Centrale PC 2011

Soit f la fonction définie sur R par f(z) =  — In(x).

1. Montrer que, pour tout n > 2, ’équation f(z) = n admet deux solutions w,, et v, avec 0 < u, <1 < vy,
2. Etudier les suites (Un)n>2 et (Vn)n>2 en déterminant leurs limites éventuelles.

3. Déterminer des développements asymptotiques a deux termes de u,, et v,,.

Exercice 1771
Mines-Ponts PC 2018

1. Montrer que, pour tout n € N*, ’équation tan(z) =

. . s 7r
T posséde une unique solution z, € |nmT — i,mr + = [

2 — 2

2. Déterminer un développement asymptotique & trois termes de x,,.

Exercice 1772
Mines-Ponts MP 2011

1. Montrer que, pour tout n € N, I’équation cotan(z) = x admet une unique solution x,, sur Uintervalle |nmw,nmw + 7.
2. Déterminer un équivalent de x,,.
3. Montrer que:

Vn €N, x,=nr+ Arctan <1> .

Tn

Déterminer la nature des séries de termes généraux z, — nw et (—1)"(x,, — nw).

Exercice 1773
ENS PC 2015. Mines-Ponts PSI 2015. X MP 2005. CCINP PC 2021
Soit f la fonction définie sur R\ {5 +nw/né€ Z} par f(z) = tan(z) — z.

. . s T
1. Montrer que, pour tout n € N*, 'équation f(z) = 0 admet une unique solution x,, € 3 + o + nm|.

2. Déterminer un développement asymptotique & 4 termes de x,,.
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Exercice 1774

n
1. Montrer que, pour tout n € N, n > 2, I’équation

+z"
.13_1

2. Etudier la convergence de la suite (Tn)n>2-
Exercice 1775

Bangue PT 2012
Pour tout n € N*, soit f,, la fonction définie sur f,(x) = 2™ — cos(z).

1. Montrer que, pour tout n € N*, I'équation f,(z) = 0 admet, sur [0; 1], une unique solution .

2. Etudier la convergence de la suite (2, )nen--

Exercice 1776
X - ESPCI PC 2019
Pour tout n € N*, soit P, le polynome défini par P,(X) = X" + X2 — 1.
1. Montrer que P,, posséde deux racines réelles de signes opposés.
On note z,, la racine positive.
2. Montrer que la suite (x,)nen converge et déterminer sa limite.

Exercice 1777
HEC ECS Ezxercice sans préparation 2006. X - ESPCI PC 201/

Soit, pour tout n entier non nul, P,(z) = 2™ + z — 1.

= n admet, sur ]0; 1], une unique solution z,.

1. Montrer que, pour tout n € N*, il existe un unique z,, €]0;1] tel que P, (z,) = 0. (On définit ainsi une suite de

réels (zp)nen+).
2. Etudier la monotonie de la suite (x,,)nen--

3. Montrer que z,, converge vers un réel que ’on précisera.

Inn
4. Montrer que, pour tout n > 3, 1 —z, < —.
n

Exercice 1778

Mines-Ponts MP 2005

Pour tout n € N*, soit f,, la fonction définie sur Ry par f,(z) = nz" ™! — (n + 1)2".

1. Montrer que, pour tout n € N*, 'équation f,(x) = 1 admet une unique solution x,,.
2. Etudier la convergence de la suite (z,,)nen:-

Exercice 1779

CCP PSI 2013. TPE PSI 2019

Pour tout n € N*, soit f,, la fonction définie sur R par f,(z) = na® + n?x — 2.

1. Montrer que, pour tout n € N*, I’équation f,(z) = 0 admet une unique solution x,.

2. Etudier la convergence de la suite (2, )nen- puis celle de la série de terme général 22 selon les valeurs de a..

Exercice 1780

CCP PSI 2017

Pour tout n € N*| soit f,, la fonction définie sur R, par f,(x) = 2™ + /nz — 1.

1. Montrer que, pour tout n € N*, I'équation f,(x) = 0 admet une unique solution x,,.
2. Montrer que la suite (z,,)n>3 converge puis déterminer un équivalent de x,.

Exercice 1781

Mines-Ponts MP 2014

Pour tout n € N*, soit f, la fonction définie sur R par f,(z) = ze™®.

1. Montrer que, pour tout n € N*, 'équation f,(x) = 1 admet une unique solution z,,.
2. Etudier la convergence de la suite (z,,)nen:-

3. Déterminer un équivalent de z,,.

4. Préciser la nature des séries de termes généraux z,, et x2.

Exercice 1782
CCP PSI 2017
Pour tout n € N, n > 3, soit f,, la fonction définie sur R par f,(z) = e* — nx.
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1. Montrer que, pour tout n > 3, ’équation f,(z) = 0 admet deux solutions u,, et v,, avec 0 < u,, < vy,.
2. Montrer que la suite (u,)n>3 converge puis déterminer un développement asymptotique & deux termes de u,,.
3. Déterminer un équivalent de la suite (vy,)n>3.

Exercice 1783
IMT MP 2013
Pour tout n € N, soit f,, la fonction définie sur R par f,(z) = 2 + nz — 1.

1. Montrer que, pour tout n € N, I’équation f,(z) = 0 admet une unique solution z,,.
2. Etudier la convergence de la suite (2,)nen-
3. Déterminer un développement asymptotique & 2 termes de x,,.

Exercice 1784
Pour tout n € N, n > 2, soit f,, la fonction définie sur R, par f,(z) = 2™ —x — n.

1. Montrer que, pour tout n > 2, ’équation f,,(x) = 0 admet une unique solution x,,.
2. Déterminer un développement asymptotique a 2 termes de x,,.

Exercice 1785

X MP 2011. Mines-Ponts MP 2018. Mines-Ponts PC 2009. Centrale PSI 2016. Centrale PC 2008. Telecom PSI 20183.
Pour tout n € N, n > 3, soit f,, la fonction définie sur [0;1] par f,(x) = 2™ — nx + 1.

1. Montrer que, pour tout n > 3, ’équation f,(xz) = 0 admet une unique solution x,,.

2. Déterminer un développement asymptotique a 2 termes de x,,.

Exercice 1786

CCP PC 2010 .

Pour tout n € N*, soit f,, la fonction définie sur R par f,(z) =1In(z) + — — 1.
n

1. Montrer que, pour tout n € N*, I'équation f,(z) = 0 admet, sur R, une unique solution z,,.
2. Etudier la convergence de la suite (z,,)nen:-

Exercice 1787
CCP PC 2010

Pour tout n € N*, soit f, la fonction définie sur R* par f,(z) =z + gln(x) —n.

1. Montrer que, pour tout n € N*, ’équation f,(z) = 0 admet une unique solution x,, € [1,e2].

2. Etudier la convergence de la suite (2, )nen--

Exercice 1788

Mines-Ponts PC 2011

Pour tout n € N*, soit f, la fonction définie sur ]0;1[ par f,(z) = (n —1)In(1 — z) + nz.
1. Montrer que, pour tout n € N*, I'équation f,(x) = 0 admet une unique solution .
2. Etudier la convergence de la suite (2, )nen--

3. Déterminer un équivalent de x,,.

Exercice 1789
Pour tout n € N*, on considére la fonction f, définie sur R par f,(z) = 2" In(x).

1. Montrer que, pour tout n € N*, I’équation f,(z) = 1 admet une unique solution x,,.
2. Etudier la convergence de la suite (2, )nen--
3. Déterminer un développement asymptotique & deux termes de z,,.

Exercice 1790

Mines-Ponts PC 2019. Centrale PC 2016

Pour tout n € N, n > 2, soit f,, la fonction définie sur R, par f,(z) = 2" —x — 1.

1. Montrer que, pour tout n > 2, ’équation f,(xz) = 0 admet une unique solution x,,.
2. Déterminer un développement asymptotique & 4 termes de x,,.

Exercice 1791
Mines-Ponts MP 2017. Centrale PC 2011
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1. Montrer que, pour tout n € N, n > 3, I’équation e* = 2™ admet, sur R, deux solutions u,, et v, avec u, < v,.
2. Déterminer un développement asymptotique a trois termes de u,, et v,.

Exercice 1792
X MP 2013. Mines-Ponts PSI 2018. Centrale PSI 2017. ENSEA MP 2014. CCINP PSI 2021. IMT PSI 20183.
Pour tout n € N*, on consideére la fonction f,, définie sur R, par:

1. Montrer que, pour tout n € N*, 'équation f,(z) = 0 admet une unique solution z, € R puis que, pour tout
n =2 x, €0;1].

2. Montrer que la suite (2, )nen+ est convergente et déterminer sa limite .

3. Déterminer un équivalent de z,, — ¢

Exercice 1793
Mines-Ponts MP 2011
Pour tout n € N*, on considére la fonction f,, définie sur R, par:

fulz) = kak - 1.

k=1

1. Montrer que, pour tout n € N*, I’équation f, (z) = 0 admet une unique solution z,, € Ry.
2. Montrer que la suite (x,)nen+ convergente et déterminer sa limite.

Exercice 1794
Soit A €]0;1].
1. Montrer que, pour tout n € N, I’équation :

no ok
kz_oz!:)\el'

admet une unique solution z,,.

2. Montrer que la suite (x,)nen diverge vers —+oo.

Exercice 1795

n—1
Pour n > 2, on considére le polynome réel P = X* — Y X*
k=0

1. Combien le polynéme P, a-t-il de racines réelles?
2. Soit p, I'unique racine strictement positive de P,,. Déterminer la limite de p,, quand n tend vers +oo.
3. Soit A € C une racine de P, distincte de p,,. Montrer que |A| < py,.

Exercice 1796
Centrale PSI 2005

n Xk
Pour tout n € N, on pose P, =

=0 k!
1. Déterminer le nombre de racines réelles de P, pour n = 0,1 et 2.
2. Pour quelles valeurs de n me polynéme P, s’annule-t-il sur R?
3. Pour tout n € N, on note 7, 'unique racine de P, 1.

Montrer que, pour tout n € N, on a r, € [—2n — 1,0[.

En déduire que la suite (r,),en décroit vers —oo.

Déterminer un équivalent de 7,,.

Exercice 1797 .

nox
=1
1. Montrer que, pour tout n € N*, ’équation f,(z) = 1 admet, sur R, une unique solution z,.

Pour tout n € N*, soit f,, la fonction définie sur Ry par f,(z)

2. Etudier la convergence de la suite (2, )nen--
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3. Déterminer la limite de la suite (z,,)nen=-

Exercice 1798
Mines-Ponts MP 2021. ESCP Question courte 2012

Pour tout n € N*, on pose P,(z) = [] (z — k).

1. Montrer qu’il existe un unique réel r,, €]0;1] tel que P, (r,) = 0.
Pl) o 1
Po(r) =z — k-
En déduire lim 7, ainsi qu’un équivalent de r,,.
n—-+oo

2. Montrer que

Exercice 1799
Mines-Ponts MP 20183

n
Pour tout n € N*, on pose P,,(x) = [] (z — k) et on note r,, la plus grande racine réelle de P,.

Montrer que r, ~ n, puis déterminer un équivalent de r,, — n.

7 Divers

Exercice 1800

X ESPCI PC 2008

Soit (an)nen la suite définie par ag € R et, pour tout n € N, u,41 = 2" — 3u,,.
Déterminer les valeurs de ag pour que la suite (uy,)nen soit croissante.

Exercice 1801
Soit (a,b,c) € R3 tel que a™, b™ et c" soient les longueurs des cotés d’un triangle pour une infinité d’entiers n.
Montrer que le triangle ayant a, b et ¢ pour longueurs est isocéle.

Exercice 1802

Mines-Ponts MP 2018. Mines-Ponts PSI 2016

Soit (un)nen une suite réelle. Montrer qu’il existe deux suites (vy, )nen €t (wy, )nen respectivement croissante et décrois-
sante telles que, pour tout n € N, u,, = v, + wy,.

Exercice 1803
Pour tout = € R, on note {z} =z — |z].
Montrer que la suite (u,)n,en définie par u,, = {\/n} est dense dans l'intervalle [0,1].

Exercice 1804

Olympiades internationales 201/

Soit ag < a1 < -+- < a, < --- une suite infinies d’entiers strictement positifs.
Prouver qu’il existe un unique entier n > 1 tel que:

apt+a+---+a
an, < n "ganﬂ.
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FONCTIONS - GENERALITES

Exercice 1805
Soit f : C — C une fonction telle que:
VzeC, f(2)f(iz) = 2%

Montrer que:
VzeC, f(z)+ f(—2)=0.

Exercice 1806

Soit f : R — R une fonction. On suppose que f o f est croissante sur R et que f o f o f est strictement décroissante
sur R.

Montrer que f est strictement décroissante sur R

Exercice 1807
Soit f : R — R une fonction strictement décroissante telle que:

Ve eR, f(z+ f(z)) =2+ f(a)
Montrer que:

Ve e R, f(f(z)) ==

Exercice 1808
Montrer qu’il n’existe pas de fonction f : R — R telle que:

V(zy) €R? y>ua, fly) - flx)>Vy—z
Exercice 1809
Déterminer les fonctions f : R — R telles que:
Y(@y.2) €R?, flo+y)+ fly+2)+ fz+2) >3f(x+ 2y +32).

Exercice 1810
Déterminer les fonctions f : R — R telles que:

VeeR, f(z)+zf(l—2)=1+ux.

Exercice 1811
Déterminer les fonctions f : R — R telles que:

V(wy) €R?, f(@)f(y) — flay) =z +y.
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Exercice 1812
Déterminer les fonctions f : R — R telles que:

V(zy) €R? f(z+y)+zy = f(z)f(y).

Exercice 1813
Soit f : R — R une fonction strictement décroissante telle que:

V(zy) €R%, fle+y)+ f(f@)+ fy) = f(flz+ )+ fly + (@)

Montrer que:

Ve eR, f(f(x)) ==

Exercice 1814
Olympiades internationales 2008
Déterminer les fonctions f : R} — R% telles que:

(f@)*+ (W) _2*+y°
fFE+F@E) 24

pour tout (x,y,z,t) € (Ri)4 avec ry = zt.

Exercice 1815
Soit @ € R U {400}, I un intervalle de R et f :] — a,a[— I une fonction bijective et impaire.
Montrer que f~' est impaire.

Exercice 1816
Déterminer les fonctions f : R — R monotone et périodique.

Exercice 1817
Soit f : R — R une fonction telle que:

Ve eR, f(x+1)+ flz—1)=V2f(x).
Montrer que f est périodique.

Exercice 1818
Soit f : R — R une fonction périodique. On suppose que l'ensemble {f(n) /n € N*} admet une infinité d’éléments.
Montrer que la période de f et un nombre irrationnel.

Exercice 1819
IMO 1968
Soit a € R et f : R — R une fonction telle que:

VzeR, fr+a)=g+F@ - G@PE

1. Montrer que la fonction f est périodique.
2. Donner un exemple de telle fonction si a = 1.

Exercice 1820
Soit f: R — R\ {3} une fonction. On suppose qu'il existe a € R tel que:

flz) =5

Ve eR, f(z+a)= @) =3

Montrer que la fonction f est périodique.
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Exercice 1821
Soit f et g deux fonctions définies sur R telles que:

Ve eR, f(g(x)) =g(f(z)) = -

Montrer que f et g sont impaires.

Exercice 1822
Soit a € RY et f: R — R une fonction telle que:

VeeR, fla+z)=fla—x) et f(2a+2x)=—f(2a—x).
Montrer que la fonction f est périodique et impaire.

Exercice 1823
Soit f : R — R une fonction telle que:

o V(zy) €R?, flz+y)+ flz—y) =2f(2)f(y);
e dxg € R, f(l'()) = —1.
Montrer que la fonction f est périodique.

Exercice 1824
Soit f : R — R une fonction bornée telle que:

1 1 13
R = - = — .
Vz € R, f<x+6>+f<x+7> f(x)+f<x+42)
Montrer que la fonction f est périodique.

Exercice 1825
Mines-Ponts PC 2021
Soit f : R — R non injective et g : R? — R telles que:

V(Jc,y) € ]sz f(ll? + y) = g(f(x)vy)

Montrer que la fonction f est périodique.

Exercice 1826

Mines / Ponts et Chaussées 2001

Soit (a,b) € R?, a < b, et f : [a,b] — |a,b] une fonction croissante.
Montrer que f admet un point fixe.

Exercice 1827

Soit (a,b) € R?, a < b, f,g: [a,b] — |a,b] deux fonctions croissantes telles que fog = go f.

Montrer que f et g admettent un point fixe commun.
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FONCTIONS - LIMITES ET CONTINUITE

1 Limite

Exercice 1828

Soit a € R, f : [a, + oo[ une fonction croissante et g :Ja, + oo[— R la fonction définie par g(z) = M.
T—a

On suppose que f admet une limite finie en 400 et que g est croissante sur Ja, + ool.
Montrer que la fonction f est constante.

Exercice 1829

x
Montrer que la fonction x — W n’admet pas de limite en +oco0.
x

x

Exercice 1830

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = lirf 1ir£ (cos(n!mx))?™.
n—-+00 m—r-+0oQ

Montrer que f = 1)q.

Exercice 1831
Montrer qu’il n’existe pas de fraction rationnelle F' € R(X) telle que, pour tout z € R, F(z) = e®.

2 Continuité

Exercice 1832
Déterminer les fonctions f : R — R, continues, telles que:

V(Jb,y) € sz f(a:f(y)) = 2y.

Exercice 1833

X MP 2014

Soit f : R — R une fonction continue en 0 telle que, pour tout = € R, f(2z) = f(x).
Montrer que la fonction f est constante sur R.

Exercice 1834
X - ESPCI PC 2014
Déterminer les fonctions f € C(R,R) telles que:

Ve e R, f(2z)— f(z)==.



CONTINUITE SUR UN INTERVALLE 229

Exercice 1835

X MP - MPI 2023

Soit f : R — R une fonction continue en 0. On suppose que f est a la fois 1-périodique et v/2-périodique.
Montrer que la fonction f est constante.

Exercice 1836
Déterminer les fonctions f € C(R) telles que:

vz € R, f(m):f(:c2+>.

Exercice 1837

Mines-Ponts MP 2019. Centrale PC 2008

Soit f: R} — R une fonction telle que  — f(x) est croissante et x — M est décroissante.
x

Montrer que f est continue sur R .

Exercice 1838
Etudier la continuité de la fonction f définie sur R par

siz ¢ Q

0

~! 1

f(z) - sizeQ avec ng, pAqg=1.
q q

3 Continuité sur un intervalle

Exercice 1839
Soit (a,b) € R?, a < b, f et g deux fonctions continues sur [a,b] telles que:

Va € [a,b], g(z)> f(x) > 0.

Montrer qu’il existe A > 1 tel que:
Vo € [ab], g(x) = Af(x).

Exercice 1840
Soit I = [a,b] un intervalle de R et f une fonction continue sur I telle que f(I) C I.
Montrer que f admet un point fixe.

Exercice 1841
Soit I = [a,b] un intervalle de R et f une fonction continue sur I telle que I C f(I).
Montrer que f admet un point fixe.

Exercice 1842

Mines-Ponts MP 2001

Soit f : R — R une fonction continue telle que f o f admet un point fixe.
Montrer que f admet un point fixe.

Exercice 1843
Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction continue. On suppose que la fonction |f| est constante sur 1.
Montrer que la fonction f est constante sur I.

Exercice 1844
Soit I un intervalle de R et f: I — R une fonction continue telle que, pour tout = € I, (f(z))? = f(z).
Montrer que la fonction f est constante sur I.

Exercice 1845
Soit f : [0;1] — R, une fonction continue telle que f(0) = f(1) = 0.
Montrer que, pour tout a € [0;1], il existe ¢ € [0;1] tel que f(a+¢) = f(c).
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Exercice 1846

Soit f : R — R une fonction continue telle que lim M =/(< 1.
r——+o00 I

Montrer que f admet un point fixe.

Exercice 1847

X - ESPCI PC 2019

Soit t € R et f une fonction continue et périodique de R dans R.
Montrer qu'il existe ¢ € R tel que f(c+1t) = f(c).

Exercice 1848

Centrale PSI 2013

Soit f : R — R une fonction continue décroissante.
Montrer que la fonction f admet un unique point fixe.

Exercice 1849 )
Soit (a,b) € (Ri) . Déterminer les valeurs de m € R pour lesquelles ’équation :

| —a|l+ |z —bl+ |z +a| + |+ b =m(a+b)
admet au moins une solution réelle.

Exercice 1850
Soit f une fonction continue et décroissante sur R.
Montrer que le systéme :

= f(y)
y=f(2)
z= f(x)

a une unique solution.

Exercice 1851

Soit I = [a,b] un intervalle de R, f et g deux fonctions continues sur I telles que f(a) = g(b) =0 et f(b) = g(a) = 1.

Montrer que, pour tout A € Ry, il existe a € [0;1] tel que f(a) = Ag(a).

Exercice 1852

X - ESPCI PC 2017. Mines-Ponts MP 2021

Soit (a,b) € R?, a < b, f une fonction continue sur [a,b] et (p,q) € (R})
Montrer qu'il existe ¢ € [a,b] tel que:

2.
(p+q)f(c) =pfla)+qf(b).

Exercice 1853
Soit n € N* et (z1,...,2,) € [0;1]".
Montrer qu'il existe ¢ € [0; 1] tel que:

Exercice 1854
Soit n € N* et (z1,...,z,) € [0;1]™.
Montrer qu’il existe ¢ € [0;1] tel que:

1 ”| | 1

fE cC— Tk = <.

n k 2
k=1

Exercice 1855
Soit P un polynéme non nul. Montrer que 1’équation |P(x)| = e admet au moins une solution.
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Exercice 1856
Soit n € N*, (ay,...,an,b1,...,by) € R? avec a1 < by < ag < by < -+ < a, < by, et (a,B) € (Ri)

Montrer que le polynéme P =« [[ (X —ax) + 8 [] (X — bi) admet n racines réelles.
k=1 k=1

Exercice 1857
Soit n € N*, (aq,...,a,) € R™, P et Q les polynomes définis par:

B n ) B n a .
P—kz_:lakX et Q_;Ql_lx.

Montrer que, si 1 et 2°T! sont des racines de @, alors P a une racine inférieure a 2.

Exercice 1858

Mines-Ponts MP 2018

Soit (a,b,c,d,e) €R® aveca #0, P=aX?+ (c—b)X +e—det Q =aX*+bX3+cX?+dX +e.
Montrer que, si P posséde une racine dans [1, + oo, alors @ posséde une racine dans R.

Exercice 1859

X MP 2013

Soit f : R — R une fonction continue et minorée.
Montrer qu’il existe xg € R tel que:

Ve eR, f(xo) — f(x) <z — .

Exercice 1860
Un marcheur parcourt 10 km en deux heures.
Montrer qu’il existe un intervalle d’'une heure pendant lequel il parcourt exactement 5 km.

Exercice 1861

Un moine part de son monastére & 7 h du matin. Il monte jusqu’au sommet d’une montagne, s’arrétant quand il est
fatigué et selon son rythme. Il arrive au sommet a midi. Il y passe ’aprés midi, y dort et repart le lendemain a 7 h en
suivant exactement le méme chemin qu’a ’aller pour arriver & midi au monastére.

Montrer qu’il existe un endroit ol le moine est passé exactement a la méme heure que la veille.

Exercice 1862
Soit U={z€ C/|z| =1} et f: U — R une fonction continue.
Montrer qu’il existe deux points de U diamétralement opposés ayant méme image par f.

Exercice 1863
Existe-t-il une application f : C* — C telle que, pour tout z € C*, exp(f(2)) = 27

Exercice 1864
X - ESPCI PC 2019
Soit n € N, n >3, (21,...,2,) € U™

n
Montrer qu'il existe z € U tel que [] |z — zx| = 1.
k=1

Exercice 1865
Concours général 2005

3 7
Soit f:[0;1] — R une fonction continue telle que f(0) = f(1) =0et f <x + 10) # f(x) pour tout x € [0,10}
1. Montrer que I’équation f(z) = 0 admet au moins sept zéros dans Uintervalle [0;1].
2. Donner un exemple de fonction f vérifiant les hypothéses; on pourra se contenter d’une représentation graphique
claire.

Exercice 1866
Montrer qu’il n’existe pas de fonction continue f : R — R telle que f(R\ Q) C Q et f(Q) C R\ Q.
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Exercice 1867 - Théoréme des cordes universelles de Paul Lévy
Soit f : [0;1] — R une fonction continue telle que f(0) = f(1) et Cy sa courbe représentative.

1
1. Montrer que, pour tout n € N*, Cy admet une corde horizontale de longueur —.
n

1
2. Montrer que, si £ n’est pas de la forme —, alors Cy n’admet pas nécessairement une corde horizontale de longueur
n
¢ €]0;1].
3. Montrer que, si Cy n’admet pas de corde horizontale de longueur ¢ €]0; 1], alors elle admet deux cordes horizontales
de longueurs 1 — /.

Exercice 1868
Soit I = [a,b] un intervalle de R et f,g : I — R deux fonctions continues. On suppose que:

Ve, €I, Jxe €I, f(x1) = g(x2).

Montrer qu'il existe o € I tel que f(a) = g(a).

Exercice 1869
Montrer qu’il n’existe aucune fonction continue f : R — R telle que f o f = —Idg.

Exercice 1870
Déterminer les fonctions f € C(R) telles que:

Ve €R, fofof(x)+ f(z)=_2x.

Exercice 1871

ENS MP 2007

Soit f : R — R une fonction telle que:

— f vérifie la propriété des valeurs intermédiaires, i.e. 'image de tout intervalle de R par f est un intervalle;
— pour tout y € R, f~1({y}) est fermé dans R.

Montrer que la fonction f est continue sur R.

Exercice 1872

Mines-Ponts MP 2016

Soit f : Ry — R une fonction continue et surjective.

1. Montrer que f admet une infinité de zéros.

2. Montrer que tout ¥y € R admet une infinité d’antécédents par f.

Exercice 1873
ENS MP 2007
Montrer qu’il n’existe aucune fonction continue f : R — R telle que tout réel admet exactement deux antécédents

par f.

Exercice 1874
Soit f : R — R une fonction continue telle que tout réel admet au plus deux antécédents par f.
Montrer qu’il existe un réel admettant exactement un antécédent par f.

Exercice 1875
Soit I un intervalle de R, f € C(I,R) et K un segment inclus dans f(I).
Montrer qu'il existe un segment J C I tel que f(J) = K.

Exercice 1876

Soit (a,b) € R?, a < b, f : [a,b] — R une fonction vérifiant f(a) <0 et f(b) > 0.

On suppose qu’il existe une fonction continue g : [a,b] — R pour laquelle la fonction f + g est décroissante.
Montrer que la fonction f s’annule sur [a,b].

Exercice 1877

Mines-Ponts PSI 2016

Soit f et g deux fonctions continues sur R telles que f o g est décroissante.
Montrer que f o g et g o f admettent un unique point fixe.
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Exercice 1878
n
Montrer que, pour tout n € N, il existe p € N, unique, tel que (\/5 + 1) =vp+1+p

Exercice 1879
Soit (a,b) € R%, a < b, f et g deux fonctions continues sur [a,b] telles que:

sup f(z) = sup g(z).
z€[a,b] z€[a,b]

Montrer qu’il existe ¢ € [a,b] tel que f(c) = g(c).

Exercice 1880
Soit (a,b) € R?, a < b, f et g deux fonctions continues sur [a,b] telles que:

inf f(z) < inf g(z)< sup g(x) < sup f(x).
z€[a,b] z€la,b] z€la,b] z€la,b]

Montrer qu'il existe ¢ € [a,b] tel que f(c) = g(c).

Exercice 1881

Mines-Ponts MP 2016. Mines-Ponts PSI 2018. Mines-Ponts PC 2021

Soit f et g deux fonctions continues de [0; 1] dans lui-méme et telles que fog=go f.
Montrer qu'il existe o € [0; 1] tel que f(a) = g(a).

Exercice 1882
X PC 2001. Olympiades internationales 1992
Déterminer les fonctions f € C(R,R) telles que:

V(zy) eR? f (2> + f(y) =y + (f(z))>

Exercice 1883
Mines-Ponts PC 2021
Déterminer les fonctions f € C(Ri,Ry) telles que fo f = Idg, .

Exercice 1884
Soit n € N* et f € C(R,R) telle que f™* =1Idg ou f® = fo---0of (n fois).
Montrer que f = Idg ou f? = Idg.

Exercice 1885
Déterminer les fonctions continues f : R — R pour lesquelles il existe n € N* tel que f* = —Idg, ou f™ désigne la
n-iéme itérée de f.

Exercice 1886
Mines-Ponts PC 2021
Déterminer les fonctions f € C([0;1],[0;1]) telles que fo f = f.

Exercice 1887

X PC 2001
0k 5

Montrer que I’ensemble {x eR/ pr— > 4} est une réunion finie d’intervalles disjoints.
k=17T —

Calculer la somme de leurs longueurs.

Exercice 1888
X - ESPCI PC 2019

1. Déterminer les fonctions f € C([0;1],R) telles que:

Vo € [0;1], f(z)=

3
Il
—
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2. Déterminer les fonctions f € C([0;1],R) telles que:

Vz € [0;1],

3. Soit ¢ € R. Déterminer les fonctions f € C([0;1],R) telles que:

f ()
on

+o00
Ve € [0;1], f(z)= CZ
n=1
a) pour ¢ €] — 1;1[;

b) pour ¢ = —1;
¢) pour ¢ = 2.

4 Continuité uniforme

Exercice 1889
Montrer que la fonction x — /z est uniformément continue sur R .

Exercice 1890

Montrer que la fonction In est uniformément continue sur [1, + co[ mais ne l’est pas sur |0; 1].

Exercice 1891
La fonction & — cos(z sin(x)) est-elle uniformément continue sur R?

Exercice 1892

Mines-Ponts MP 2016

Soit a € R et f, la fonction définie sur Ry par fo(z) = cos ().
La fonction f, est-elle uniformément continue sur Ry ?

Exercice 1893
Soit a € R et f € C([a, + oo[,R). On suppose que f admet une limite finie en +o0.
Montrer que f est uniformément continue sur [a, + ool

Exercice 1894
Montrer qu’une fonction continue sur R et périodique est uniformément continue sur R.

Exercice 1895
Soit f : Ry — R une fonction uniformément continue. On suppose que:

Vo € RY, ll)I}_l f(nz) =0.

Montrer que lim f(nx) = 0.

r——+0o0

Exercice 1896
Mines-Ponts MP 2018

Soit f : R — R une fonction uniformément continue sur R.
Montrer qu'il existe (a,b) € (Ri)z tel que:
Ve e R, |f(x)] < alz|+0.

Exercice 1897
Soit f une fonction continue sur [0; 1].
1. Montrer que:

2. Montrer que:

Baptiste GORIN



CHAPITRE XX

FONCTIONS - DERIVATION

1 Généralités

Exercice 1898
ESCP Question courte 2008
Déterminer les fonctions f : R, — R pour lesquelles il existe (k,a) € R* x]1, 4 oo[ tel que:
V(w1,@) € (Ry)®,  |f(w1) = flaa)| < klay — 22|
A-t-on le méme résultat si on suppose que a €]0;1[?
Exercice 1899
ENS PC 2018 )
Soit (f,g) € (Cl(R,R)) et a € R. On suppose que:
VeeR, f(z)<glx) et fla)=g(a)
Montrer que les tangentes aux courbes représentatives Cy et Cy de f et g au point d’abscisse a sont égales.
Exercice 1900

X MP 2012
Déterminer f : R — R telle que:

lim @

z—0 X

V(xl,:cQ) S RQ, f(l‘l + l‘g) < f(ah) + f(l‘g) et =1.

Exercice 1901
Déterminer les fonctions f : R — R, dérivables en 0, telles que:

Ve e R, f(2z)=2f(x).

Exercice 1902
Déterminer les fonctions dérivables f : R} — R, dérivables en 1, telles que:

vz e Ry, f(2®) =2f(2).

Exercice 1903
Déterminer les fonctions dérivables f : R — R, dérivables en 0, telles que:

Vr € R, f(2x) = (f(x))>



XX FONCTIONS - DERIVATION

236

Exercice 1904
X - ESPCI PC 2019

Soit I un intervalle ouvert contenant 0, f une fonction définie sur I, continue en 0. On suppose que la fonction

10— @)

x
Montrer que f est dérivable en 0 et f/(0) = £.

admet une limite finie ¢ en 0.

Exercice 1905

Soit f : Ry — R une fonction continue en 0.

f(x) — f(kx)
T

Montrer que f est dérivable en 0 et exprimer f/(0) en fonction de ¢ et k.

On suppose qu’il existe k €]0; 1] tel que £ = lim+ existe et soit finie.
z—0

Exercice 1906
X - ESPCI PC 2011
Déterminer les fonctions f € C2(R) telles que, pour tout = € R, f(2z) = 4f(z) + 3z + 1.

Exercice 1907
ENSAFE 2001
Déterminer les fonctions f € C*(R) telles que:

Vz €R, Uoﬂ@ﬂ:3+§

Exercice 1908
X - ESPCI PC 2017. Mines-Ponts PC 2019

1. Montrer que la fonction cos admet dans R un unique point fixe.
2. Montrer qu’il n’existe aucune fonction f € C(R) telle que f o f = cos.

Exercice 1909 - Formule de Vandermonde

1. Soit (m,n,p) € (N*)* avec p < m + n. En calculant la dérivée p-ieme de 2 — 2™ de deux fagons, montrer que:

206" -(7)

Vn € N*, Zn: (2)2 = (2:>

k=0

2. En déduire que:

Exercice 1910
Centrale PC 2008

Soit f:xr— —5—
x

. Montrer que:
11 d

vneN,vxeR,’ﬂm@ﬂgnL

Exercice 1911
1. Montrer que:

Vn e N*, VzeR, Arctan™(z)= (n — 1)!cos"(Arctan(z))sin (n (Arctan(x) + 7)> .

2. En déduire les racines de Arctan™ pour n € N*.

Exercice 1912
Soit f la fonction définie sur |1, 4+ oo par f(z) = Va2 — 1.
Montrer que:

vneN, Vel +oof, fEH(z)>0 et Vn € N*, Vz€]l,+ oo, f*V(z)<0.
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Exercice 1913
Pour n € N*, soit f,, la fonction définie sur RY par f,(z) = 2" In(x
1. Montrer que:

"1
Vn e N, Ve eR:, fi"(z)=n!{ln(z)+ k)
k=1
2. En déduire que:
k=1 (k; k=1 k

Exercice 1914
Montrer que:

n e N, i<—”k+1<k>’“”—< 1)1,

k=1

Indication. — Remarquer que, si f est la fonction définie par f(x) = e*®, alors on a f(™(0) = k™.

Exercice 1915
Mines-Ponts MP 20183

1
Soit f € C>® (R%,R) et, pour n € N*, f,, définie sur R} par f,(z) = 2"~ f <)
Montrer que:

Ve e RE, f™ (1> = (=)™ ) ().

Exercice 1916
Soit n € N* et f une fonction n fois dérivable sur R

Montrer que:
* d” n—1 1 _ (_l)n (n) 1
wers gw (@ (3)) =S (5),

2 Etude de fonctions

Exercice 1917
Soit (m,n) € (N*)2. Montrer que:

Ve eR, |z|< min(m,n), (1 + £) (1 — E) <1
m

Exercice 1918
Montrer que:

Vo € }O,g {, 2z < sin(2z) + tan(z).

Exercice 1919
Montrer que:

Vo € ]O,g {, 3z < 2sin(z) + tan(z).

Exercice 1920
Montrer que:
Ve e Ry, x(2+ cos(x)) = 3sin(z).

Exercice 1921
Montrer que:

VneN*, VreR, cos?(x)+sin®(z)>
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Exercice 1922
Montrer que:

1 1 1
— 1+ = sin | — 1.
Vxe{\/SA—oo{, < +m2>x51n(m>>

Exercice 1923
Montrer que:

xT

Vo e ]O,g[, cos(z) < (Sin(x)f.

Exercice 1924
Soit f la fonction définie sur R* par:

Bt /1
f(t)—t—6+2481n(t>.

Montrer que:

V(z1,a2) €]0; 12, z14+22<1 = f(v1 +22) < f(1) + f(2).

Exercice 1925
Montrer que:

1 1 4
welol], A<l 4
v 2 sin?(z)  a? + 2
Exercice 1926
Montrer que:
2 T 9 9
Vo € {0, }, sin(z) > ;m—&—m(w — 4a?)

Exercice 1927
Montrer que:

Vo € [0,7], sin®(z) < %I(Tf — ).

Exercice 1928
Montrer que:

Va € {0,2] , sin(tan(z)) > x.

Exercice 1929
Montrer que:

Vo € {O,g] , tan(sin(z)) > x.

Exercice 1930
Montrer que:
Vo € R, cos(sin(z)) > sin(cos(z)).

Exercice 1931
Montrer que:

1
Vo € RY, (x + x) Arctan(z) > 1.

Exercice 1932

Montrer que:
3z

>
1+2v1+ 22

Ve e Ry, Arctan(x)
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Exercice 1933

Soit a €]1, + oo[. Montrer que:

Exercice 1934
1. Montrer que:

2. En déduire que e™ < 7°.

Exercice 1935
Montrer que:

Exercice 1936
Montrer que:

Exercice 1937
1. Montrer que:

582

Ve €] —mm[, In(l+ cos(x)) < In(2) — R

72 23 72

o Fg(l-l-x)ln(l-l-x)éx—l—?.

VeeR;y, z+

z1n(x)
2 —1

Vz e RT\ {1}, 0< <

N | =

2. En déduire que 2V2 e

Exercice 1938
Montrer que:

Exercice 1939
1. Montrer que:

2. En déduire que:

Exercice 1940
Montrer que:

Exercice 1941
Montrer que:

Exercice 1942

Soit n € N* et (ay,...

Montrer que:

T

VeeRy, In(l+2z)< .
+ ( ) 14z

vz e R%, z(ln(z))?® < (z —1)%

-1 In(1 <T— ——r.
Veel—1,+o00], In(l4+2z)<z 62+ 1)

1\ 2
Vk>2, Ve l0;1], Ogln(l—i)—xln(l—k)g x(kz

nbiy b)) € (RE)"

vz € [0;1], H(xak + (1 — x)by) < max (H ar, [| bk)
k=1 k=1

k=1

1—x)
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si, et seulement si, on a:

Exercice 1943
Montrer que:

1
Vo €R}, In (1 +/22 + 1) < = +In(x).
X

Exercice 1944
1. Montrer que:
Ve e R, e¥ < xe” + 1.

2. Montrer que:
Vre Ry, €< 226 + 2+ 1.

Exercice 1945
Montrer que:
Ve € Ry, e < (1+2)tte,

Exercice 1946
Montrer que:

xT
<zv.

1 x+1
Ve e RY, <I;>

Exercice 1947
Montrer que:
Vz €[0e], (e+2) " > (e—x)"".

Exercice 1948
Montrer que:

Vo €]0;1], z°(1—2)'7* >

N | =

Exercice 1949
Montrer que:

Exercice 1950
Montrer que:

Vn e N*, Vo e Ry, em—Z—gf(ew—l).

k=0

Exercice 1951 )
Soit (a,b) € }O,g[ , a < b. Montrer que:

Exercice 1952
Soit (a,b) € (R4)?, a < b. Montrer que:
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Exercice 1953

1. Montrer que:
Yy—x Tty

In(y) — In(z) <

Y(z,y) € (Ri)z, Yy > x,

2. En déduire que:

Wn e N*, Z k - n(n+1)(4n +5)

1 12 '
k=1In(1+ —
“( *k)
Exercice 1954

Soit (a,b) € [1, + o[, a < b. Montrer que: b*~! < a®~ 1.

Exercice 1955
Montrer que:
V(ab) € [1, + oo, a<b, Veelo;l], (1+a2%)" > (1+2%)".

Exercice 1956
IMT PC 2009
Montrer que:

V(ab) € [1, +oof’, V(wy) € (Ry)®, L+a"y’ <(1+2)"(1+y)"

Exercice 1957
Montrer que:

Y(zy) € (RY)?, a¥+y° > 1.

Exercice 1958
Montrer que:
Vo e[l,+oof, e !'+1In(z)—2z+1>0.

Exercice 1959
Montrer que:
V(z,y) e Rx R, zy <e” +y(ln(y) — 1)

avec égalité si, et seulement si, y = e”.

Exercice 1960
Montrer que:

YvneEN, n>=3, Vn>""Vn+l

Exercice 1961
Montrer que:

VneN, n>8 il s vari

Exercice 1962 5
Soit (z,p,q) € (Ri) avec p < q. Montrer que:

Exercice 1963
Mines-Ponts PSI 2016

1. Montrer que:

1 t 1 t+1
vtERi, <1+t> <e<<1+t> .
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2. En déduire que:
T4y

V) € (RL)", <1 + ;)y <e” < <1 + z>

Exercice 1964

CCP PC 2018

Soit f € C3(R) telle que, pour tout € R, f&)(x) = f(z).

Montrer qu’il existe A € R tel que, pour tout € R, f”(z) + f'(z) + f(x) = Ae®.

Exercice 1965
Soit f : R — R une fonction deux fois dérivable telle que:

vz eR, f(z)+ f"(z)=0.

Montrer que:
Ve eR, f(z)+ f(x+m)=0.

Exercice 1966
Soit f : R, — R une fonction de classe C? telle que:

Montrer que:

Exercice 1967
X - ESPCI PC 2016
Soit f : [0;1] — R, dérivable et non identiquement nulle. On suppose qu’il existe M € R tel que:

Ve € [0;1], [f'(2)] < M|f(x)|.
Montrer que f ne s’annule pas sur [0; 1].
3 Théoréme de Rolle. Théoréme des accroissements finis

3.1 Théoréme de Rolle

Exercice 1968

Soit a € R et f une fonction continue sur [a, + o[, dérivable sur ]a, + oo, telle que Erf f(z) = f(a).
T (o)

Montrer qu'il existe ¢ €]a, + oo[ tel que f'(¢) = 0.

Exercice 1969
Soit f une fonction dérivable sur R telle que lim f(z) et lim f(x) sont finies et égales.
T——00 r—+00

Montrer qu'il existe ¢ € R tel que f’(¢) = 0.

Exercice 1970
Soit (a,b) € R?, a < b, et f une fonction dérivable sur [a,b] telle que f(a) = f(b) =0 et f'(a)f'(b) > 0.
Montrer qu’il existe (c1,c2,c3) €]a,b[> avec ¢1 < ¢z < c3 tel que f/(c1) = f(c2) = f'(e3) = 0.

Exercice 1971

Mines-Ponts MP 2018. Mines-Ponts PSI 2015. X PC 2007. CCP PSI 2013
Soit n € N, n > 2, et P € R[X] un polynome de degré n, scindé sur R.

1. Montrer que, pour tout k € [0,n], P*) est scindé sur R.

n
On pose P = Y ap X*.
k=0
2. Montrer que:
Vk e [ln—1], apriar_1 < ai.
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3. On suppose que les racines de P sont simples.
Montrer qu'un coefficient nul de P ne peut pas étre encadré par deux coefficients non nuls de méme signe.

4. On suppose que les racines de P sont simples.
Montrer que deux coefficients consécutifs de P ne peuvent étre nuls.

Exercice 1972

Mines-Ponts PC 2005

Soit n € N*, P € R[X], de degré n ayant n racines réelles distinctes.
Montrer que P2 4+ 1 a 2n racines complexes distinctes.

Exercice 1973
Soit (a,b,c) € R3. Montrer que I'équation 4az® + 3bz2 + 2cx — (a + b+ ¢) = 0 admet au moins une solution dans ]0; 1.

Exercice 1974
Soit (a,b,c,d,e,f) € RS. Montrer que I'équation acos(x) + bcos(2z) + ccos(3z) + dsin(z) + esin(2z) + fsin(3z) = 0
admet au moins une solution dans ]0,27].

Exercice 1975
Soit f et g deux fonctions de classe C! sur R telles que:

Ve eR, [f(z)+g(z)=[(z) - g'(x).

Montrer que, si 27 et z2 sont deux solutions consécutives de ’équation f(z) = g(x), alors ’équation f(x) + g(z) =0
admet au moins une solution sur |xy,za].

Exercice 1976

X - ESPCI PC 2013

Soit f € C%([0;1],R) telle que £(0) = f/(0) =0 et f(1) = 1.
Montrer qu'il existe ¢ €]0; 1] tel que f’(c) = 2

Exercice 1977

X - ESPCI PC 2019

Soit (a,b) € R?, n € N avec n > 2 et f la fonction définie sur R par f(z) = 2" + ax + b.
1. Montrer que la fonction f s’annule au plus trois fois sur R.

2. Donner un exemple de fonction avec trois racines réelles distinctes.

3. Montrer que, si n est pair, alors f s’annule au plus deux fois sur R.

Exercice 1978
Soit a € R% et f une fonction continue sur [0,a], dérivable sur ]0,a] telle que f(0) =0 et f(a)f’'(a) < 0.
Montrer qu'il existe ¢ €]0,a[ tel que f'(c) = 0.

Exercice 1979 )
Soit (a,b) € (R%)” avec a < b et f une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[ telle que bf(a) = af(b).
Montrer qu'il existe ¢ €]a,b[ tel que:

Exercice 1980
Soit (a,b) € R? avec a < b et f une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur Ja,b[ telle que f2(b) — f2(a) = b* — a?.
Montrer qu'il existe ¢ €]a,b] tel que:

fle)f'(e)=c

Exercice 1981

Soit (a,b) € R? avec a < b, f et g deux fonctions continues sur [a,b] et dérivables sur ]a,b| telles f(a)g(b) = f(b)g(a)
et, pour tout = € [a,b], f(x) # 0 et g(z) # 0.

Montrer qu’il existe ¢ €]a,b[ tel que:
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Exercice 1982

Soit f : R — R une fonction deux fois dérivables. On suppose que sa courbe représentative rencontre la droite
d’équation y = x au moins trois fois.

Montrer qu'il existe v € R tel que f”(vy) = 0.

Exercice 1983

Soit (a,b) € R?, a < b, zg ¢ [a,b] et f une fonction dérivable sur [a,b] telle que f(a) = f(b) = 0.

Montrer qu’il existe ¢ €]0; 1 tel que la tangente & la courbe représentative de f au point d’abscisse ¢ passe par le point
de coordonnées (xg,0).

Exercice 1984
Soit @ € R% et f:[0,a] — R une fonction dérivable telle que f(0) = f(a) = f'(0) = 0.

f(x)

1. Montrer que la dérivée de la fonction & — ———= s’annule sur ]0,a].
x

2. En déduire qu’il existe un point autre que 'origine en lequel la tangente & la courbe de représentative de f passe
par l'origine.

Exercice 1985

Soit f une fonction continue sur [0;1] et dérivable sur ]0; 1] telle que f(0) = f(1) = 0.

Montrer qu’il existe ¢ €]0; 1] tel que la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse ¢ passe par le point
de coordonnées (¢ — 1,0).

Exercice 1986
Soit (a,b) € R? avec a < b et f une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[ telle que f(a) = f(b) = 0.
Montrer que, pour tout o € R, il existe ¢ €]a,b[ tel que:

f'(e)+af(e)=0.

Exercice 1987 )
Soit (a,b) € (R%)” avec a < b et f une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur Ja,b| telle que f(a) = f(b) = 0.
Montrer que, pour tout A € R* , il existe ¢ €]a,b[ tel que:

f/(c) — _)\f(c)

Cc

Exercice 1988
Soit (a,b) € R?, a < b, et f une fonction continue sur [a,b], dérivable sur ]a,b[, qui ne s’annule pas sur ]a,b[.
Montrer qu'il existe ¢ €]a,b] tel que:

fllop _ 1 1

Exercice 1989

Soit f une fonction de classe C! sur [—1;1] s’annulant en —1, 0 et 1, et g la fonction définie sur [—1;1] par g(z) =
224+ + f(x).

Montrer qu’il existe ¢ €] — 1;1 tel que ¢'(c) = 0.

Exercice 1990
X-ESPCI PC 2017
Soit (a,b) € R? avec a < b et f une fonction de classe C! sur [a,b] et deux fois dérivable sur ]a,b[ telle que f(a) = f'(a)

et £(b) = f'(b).

Montrer qu'il existe ¢ €]a,b[ tel que:

f(e) = f(e).

Exercice 1991
Soit (a,b) € R?, a < b, f une fonction continue sur [a,b] et deux fois dérivable sur Ja,b[ telle que f(a) = f(b) et

f'(a) = f'(b).

Montrer que, pour tout A € R, il existe ¢ €]a,b| tel que:

(€)= A(f"(e))*.
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Exercice 1992

Soit (a,b) € R?, a < b, f une fonction de classe C* sur [a,b] et deux fois dérivable sur Ja,b[. On suppose que f admet
au moins trois zéros distincts sur [a,b].

Montrer qu’il existe ¢ €]a,b[ tel que:

f'(e) + fle) =2f(0).

Exercice 1993
Soit (a,b) € R? avec a < b, f et g deux fonctions continues sur [a,b] et dérivables sur ]a,b] telles que f(a) = f(b) = 0.
Montrer qu'il existe ¢ €]a,b] tel que:

g'()f(c)+ f'(e)=0

Exercice 1994
Soit (a,b) € R? avec a < b et f une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur [a,b] telle que f(a) = f(b) et f'(a) = 0.
Montrer qu'il existe ¢ €]a,b[ tel que:

fe) = f(a)

1y —
e =12
Exercice 1995

Centrale PC 2018
Soit (a,b) € R?, a < b, f une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[ et g définie sur [a,b] par

o) = () - F@exo (1),

1. Montrer que g est dérivable sur ]a,b[ et calculer ¢'.
2. Montrer qu'il existe ¢ €]a,b[ tel que

Exercice 1996 - Théoréme de Flett
Mines-Ponts MP 2021
Soit (a,b) € R? avec a < b et f une fonction dérivable sur [a,b] telle que f’(a) = f'(b).
Montrer qu'il existe ¢ €]a,b[ tel que:
fle) = f(a)

1oy
e =12
Exercice 1997

1. Soit (a,b) € R? avec a < b, f et g deux fonctions continues sur [a,b] et dérivables sur ]a,b| telles que, pour tout

z €lad], () £0.
Montrer que g(b) — g(a) # 0 puis qu’il existe ¢ €]a,b] tel que:

2. Soit (a,b) € (]Rj_)Q, a < b, et f une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b|.
Montrer qu'il existe ¢ €]a,b[ tel que:
bf(a) — af(b)

) =9I _ o)~ ep'(o)
Exercice 1998

Soit (a,3) €]1,+c[? et f une fonction continue sur [0; 1] et dérivable sur ]0; 1] telle que f(0) = 0 et, pour tout x €]0; 1,
f(z) > 0.

Montrer qu’il existe ¢ €]0; 1] tel que:
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Exercice 1999

Mines-Ponts MP 2017

Soit (a,b) € R?, a < b, f une fonction de classe C" ! sur [a,b], n fois dérivable sur ]a,b[, telle que, pour tout k € [0,n—1],
f®(a)=0et f(b) =0.

Montrer qu’il existe o €]a,b[ tel que f(™ (a) = 0.

Exercice 2000

Soit (a,b) € R?, a < b, f une fonction de classe C"~! sur [a,b], n fois dérivable sur ]a,b[, et (a1,...,a,) € I", n zéros
distincts de f (a1 < -+ < ay).

Montrer que:

) (4
Vo € [a1,a,], Ja €lar,an], flz)= fT()(m —a1) - (z—ay).

Exercice 2001
Mines-Ponts MP 2017
Soit (a,b) € R? avec a < b et f une fonction de classe C* sur [a,b] et deux fois dérivable sur Ja,b|.

Montrer que:
f(b) — f(a)

b—a

(x —a)(x —b)

Vo €lab], Jc€lad], f(x)= f(a)+ 2

(x —a)+ f"(e).

Exercice 2002
Soit I un intervalle d’intérieur non vide, (a,b,c) € I et f : I — R une fonction deux fois dérivable sur 1.
Montrer qu’il existe d € I tel que:

f(b) fle)

f(a) 1.,
@0 0-a0-0 o= 2/ @

Exercice 2003
Soit (a,b) € R? avec a < b et f une fonction de classe C? sur [a,b] et trois fois dérivable sur Ja,b|.
Montrer qu'il existe ¢ €]a,b] tel que:

b—a
2

(b—a)’

(F'(a) + f'() = =5 — (e,

Exercice 2004
X PST 2005
Soit f une fonction de classe C* sur [0;1] telle que £(0) = f(1) = f(0) = f'(1) = 0.
Montrer que:
F9(a)

Vo e [0;1], Ja€0;1], f(z)= o 22(1—2)2

Exercice 2005
Soit P € R[X] et Q € R[X] défini par:

Q(X) = (X* +1) P(X)P'(X) + X (P(X))* + (P'(X))?).

Montrer que, si P admet au moins n racines réelles distinctes strictement supérieures & 1 (n € N*), alors @ admet au
moins 2n — 1 racines réelles distinctes.

Exercice 2006
Soit f € C*([0;1],R) tel que I’ensemble Z des zéros de f soit infini.
Montrer que f et f/ ont au moins un zéro commun.

Exercice 2007
Soit n € N, (ag, - - - ,a,) € R**1\ {0,...,0}, by, . .. ,b, € R deux & deux distincts, et f la fonction définie sur R par:

fz) = Z e,
k=0

Montrer que la fonction f s’annule en au plus n réels.
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3.2 Théoréme des accroissements finis

Exercice 2008
Soit (a,b) € (R_)*. Montrer que:
e —e? < |b—al.

Exercice 2009
Soit (a,b) € (Ry)?, a < b. Montrer que:

b—a
Pl < Arctan(b) — Arctan(a)
Exercice 2010
IMT PSI 2016
Montrer que:
Vx € ]R_;,.,

2 +1

Exercice 2011 )
Soit (a,b) € (R%)”, a < b. Montrer que:

b—a
< —-.
1+ a2

< Arctan(z) < z.

b—a b b—a
<Inf| -
b a a
Exercice 2012
X - ESPCI PC 2011
1. Montrer que:
1
2. Soit p € N, p > 2. Déterminer :
pn
. 1
Jmo
k=n-+1

Exercice 2013

Soit f une fonction continue sur R, dérivable sur R, telle que f(0) = 0 et f’ est croissante sur RY .

Montrer que:

Vr € RY,

f'(z) >

X

Exercice 2014
Soit f € C%(R;[—1;1]) telle que:

Montrer qu’il existe ¢ € R tel que:

Exercice 2015
X MP 2008
Soit (a,b) € R?, a < b, et f € C}(R) telle que:
Ve eR, zf'(z)+ f(z) €

Montrer que:

Ve e R, f(z) € [a,b].

f@)

[a,b].
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Exercice 2016
Soit f une fonction dérivable et bornée sur R, telle que f’ admet une limite finie £ en +oo.
Montrer que £ = 0.

Exercice 2017
Soit f une fonction continue sur [0; 1] et dérivable sur |0; 1] telle que f(0) =0 et f(1) = 1.
Montrer que, pour tout n € N*| il existe n éléments 1, ... ,x, de [0;1], deux & deux distincts, tels que:

Zf/(ack) =n.
k=1

Exercice 2018
Soit f une fonction continue sur [0; 1] et dérivable sur ]0; 1] telle que f(0) =0 et f(1) = 1.
Montrer que, pour tout n € N*| il existe n éléments 1, ... ,x, de [0;1], deux & deux distincts, tels que:

"1
k; o ="

Exercice 2019
Soit f une fonction deux fois dérivable sur R telle que f” soit positive sur R.
Montrer que:

Vz eR, f(z+ f(z)) = f(2).

Exercice 2020
Soit (a,b) € R? avec a < b et f une fonction continue sur [a,b], dérivable sur ]a,b[ et & valeurs strictement positives.
Montrer qu’il existe ¢ €]a,b[ tel que:

10 _ oy (100 219)

—~=exp|(b—a .

Aoy~ P\

Exercice 2021
Soit @ € R% et f une fonction de classe C! sur [0,a] telle que f(0) = 0.
Montrer qu’il existe ¢ €]0,a] tel que:

o =Tl @

Exercice 2022 5
Soit (z,p,q) € (Ri) avec p < q.
En appliquant le théoréme des accroissements finis, montrer que:

p q
<1+x> < <1+x> .
p q
Exercice 2023

Soit (a,b) € (]Rj_)z, a < b. Montrer qu’il existe (z,y) €]a,b[? tel que:

T+1
(13) "o

Exercice 2024
X - ESPCI PC 2019
Déterminer les fonctions f € C*(R) telles que |f| + |1 + f/| < 1.

Exercice 2025
Soit f une fonction continue sur [0; 1] et dérivable sur |0; 1] telle que f(0) =0 et f(1) = 1.
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1. Monter qu'il existe (a7,a2) €]0;1[? tel que f/(a1)f'(a2) = 1.
)f'(as) = 1.

2. Monter qu’il existe (ay,az,a3) €]0; 13 tels que f'(aq) f/ (2

Exercice 2026
Soit £ € R et f: Ry — R une fonction dérivable.
On suppose que f’ est uniformément continue sur R, et que lir4r_1 f(z) =¢.

3 / —
1. Montrer que gﬂginoo f'(x) =0.

2. La conclusion subsiste-t-elle si on ne suppose plus f’ uniformément continue?

Exercice 2027
Soit (£,¢') € R? et f : R% — R une fonction dérivable telles que:

lim f(z)=+¢ et lim zf'(z)=/¢.

z—0t z—01

Montrer que ¢ = 0.

Exercice 2028
Soit f : Ry — R une fonction deux fois dérivable. On suppose que f est bornée sur R et que lirf f(xz)=0.
Tr—+00

3 !/ —
Montrer que IEIEOO f(x) =0.

Exercice 2029 - Théoréme de Darboux

X MP 2017. Mines-Ponts MP 2017. Mines-Ponts PC 2021
Soit I un intervalle et f : I — R une fonction dérivable sur I.
Montrer que f/(I) est un intervalle.

Exercice 2030
Résoudre sur [1, + oo I'’équation : 9% — 8% = z2.

Exercice 2031
On a:
20459=3044% ot 21 451 =31 44

Existe-t-il d’autres réels x tels que:
2% 4 5% =37 +4%7

Exercice 2032
On a:
22492 =624 72 et 12 +122 = 9% + 103

Existe-t-il deux couples distincts (x1,y1) et (x2,y2) d’entiers naturels non nuls tels que les égalités:
ri+yi =a3+y; et aftyi =a3+y;
soient vérifiées simultanément?

Exercice 2033
Soit p un nombre premier et a,b,c,d des entiers positifs distincts tels que a? + bP = ¢P + dP.
Montrer que:

la —c| +|c—d| > p.

Exercice 2034
X MP 2014

1. Soit f € C®(R) et A(f):x+— flx +1)— f(x).
Montrer que:
Vn e N*, Ve eR, It,(x)€)0;1], A"(f)(z) = f™(z+ nt,(2)).
o A"(f) =A(f)o--- o A(f) (n fois).
2. Soit o € R, tel que, pour tout n € N, n® € N. Montrer que o € N.
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4 Formules de Taylor

4.1 Formule de Taylor avec reste intégral

Exercice 2035
En appliquant la formule de Taylor avec reste intégral & la fonction x — In (1 + xz), montrer que:

qu+wuﬂwdzlmn
o 2

(1+12)?
Exercice 2036
X MP 2018
Montrer que:
T sin(t) 2t
vie [-2. 2]\ {oh, <1-— 4+
< 2 \ {0} t 6 120
Exercice 2037
Montrer que:
222 1423 1 222
Vo € Ry, 1—§x+i— x gl—fx il

Exercice 2038

1
Déterminer le minimum de / (f"(x))*dz dans I'ensemble E des fonctions f € C2([0;1],R) vérifiant f(0) = f(1) =0
0
et f(0) = a ol a est un réel donné.

Exercice 2039
X MP 2016. Mines-Ponts MP 2017
Soit (a,b) € R?, a < b, et f € C*([a,b],R). Montrer que:

b—a

170 < 5 loe + 25215 e
4.2 Formules de Taylor-Lagrange
Exercice 2040
Montrer que .
D

Exercice 2041
X - ESPCI PC 2010. CCINP MP 2019
Soit P un polynome de degré impair de R[X] et f € C*°(R,R) telle que:

VneN, VzeR, ‘f(”)(x)‘ <|P(z)].

1. Montrer qu’il existe a € R tel que, pour tout n € N, f("(a) = 0.
2. Montrer que la fonction f est nulle.
3. Le résultat subsiste-t-il si P est de degré pair?

Exercice 2042
Soit f € C? (RLR) telle que
lim zf(x)=0 et lim zf"(z)=0.

T—r+00 T—+00

Montrer que lim zf/'(z) =0.

T—r—+00

Baptiste GORIN



XX FONCTIONS - DERIVATION

251

Exercice 2043
X MP 2013

Soit f:[0,1] — R une fonction deux fois dérivable telle que f(0) = f/(0) =0, f(1) =1et f/(1)=0.

Montrer qu’il existe o €]0; 1] tel que |f"(a)| > 4.

Exercice 2044

Soit f : [-1;1] — R une fonction trois fois dérivable telle que f(—1) = f(0) =0, f(1) =1, et f/(0) = 0.

Montrer qu’il existe a €] — 1;1[ tel que f®) () > 3.

Exercice 2045
Soit f: R% — R une fonction deux fois dérivable. On suppose que f” est bornée sur R* et que

: roN
Montrer que mkg—loo f'(z)=0.

Exercice 2046
Mines-Ponts MP 2013
Soit f une fonction continue sur [0; 1], dérivable en 0 et telle que f(0) = 0.
n k
Pour tout n € N*, on pose u,, = Y f <2>
k=1 n
Montrer que la suite (u,)pen+ converge et déterminer sa limite.

Exercice 2047
Soit f € C*(R).
Montrer que, pour tout a € R et pour tout h € R, il existe ¢ €]a,a + 2h[ tel que

Fla-+2h) = 5() ~ 4f(a+ h) + 2h(7'(@) + 27"+ ) + = FD o)

Exercice 2048
Soit (a,b) € R? avec a < b et f une fonction de classe C? sur [a,b] et trois fois dérivable sur ]a,b|.
Montrer qu'il existe ¢ €]a,b[ tel que:

a —a3
10 = s+ 0-af (52) + L57

Exercice 2049
Soit f : R — R une fonction de classe C*, cinq fois dérivable.
Montrer que, pour tout (a,b) € R?, a < b, il existe ¢ €]a,b] tel que

b—a (b—a)?

o T () =0

F) = fla) + ——=(f"(a) + (b)) = 15— (/" (¥) = f"(a)) + Tof(‘r’)(d

Exercice 2050
Soit f € C*(R) et a € R.
Pour n € N*, I’égalité de Taylor-Lagrange assure que:

VheRL, n(h) €01, flath) = fa)+ " (a+0n(h))
= k! !
1. On suppose que f"+1)(a) # 0.
Montrer que:
. 1
}llli%ﬁn(h) o+l

Que peut-on dire de 6,, si f est une fonction polynomiale de degré au plus égal a n + 17
2. On suppose qu'il existe p € N* tel que:

fO (@) = O (@) = ... = 0P =0 et fTP)(a) £ 0.
Montrer que:
. _ nlp!
Hum O () = {3 T
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Exercice 2051 - Inégalités de Kolmogorov

X MP 2021. Mines-Ponts MP 2016

Soit f : R — R une fonction de classe C". On suppose que f et f(™ sont bornées sur R.
Pour tout k € [0,n], on pose M}, = Sup |f5) ().

Montrer que, pour tout k € [0,n], Mk est fini et :
k(n—k) 1—k

My < 2572 MY My

4.3 Formule de Taylor-Young

Exercice 2052
Soit f : R — R une fonction deux fois dérivable.
Déterminer, pour tout x € R, les limites:

o SR 2@ fa—h) L f2h) 2 )+ f()
h—0 h? h—0 h?

Exercice 2053
Soit f : R — R une fonction deux fois dérivable.
Déterminer, pour tout x € R, la limite:

iy £ (& +3h) = 3f(x+2h) +3f(z + h) — f(z)
1m
h—0 h3

Exercice 2054
Soit f : R — R une fonction deux fois dérivable telle que

V(zy) €R?, flz+y)f(x—y) > f(z)
1. Montrer que:
VreR, f(z)f"(z)> f(z)%

2. On suppose de plus que f est & valeurs dans R .
Montrer que la fonction Inof puis que f est convexe.

Exercice 2055
Soit n € N, f : R — R une fonction n + 1 fois dérivable et a € R tel que f("*+1)(a) # 0.
Pour tout n € N*, ’égalité de Taylor-Lagrange donne:

n—1

hk h"
_ (k) (n)
vheR, 30(h)€)0,1], fla+h)= k§_0 /(@) + 7 (a + 0(h)h).
Mont lim O(h) = —
ontrer que hll’% = nt 1

5 Fonctions convexes

Exercice 2056
Montrer que la fonction In est concave sur RY en revenant & la définition.

Exercice 2057
Montrer que la fonction exp est convexe sur R en revenant a la définition.

Exercice 2058
Soit I un intervalle de R, f et g deux fonctions convexes sur I.

1. Montrer que la fonction max(f,g) est convexe sur I.
2. La fonction min(f,g) est-elle convexe sur I?
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Exercice 2059
Soit I un intervalle de R, f et g deux fonctions convexes, positives et de méme monotonie sur I.
Montrer que la fonction fg est convexe sur I.

Exercice 2060
Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction strictement monotone, surjective et convexe.
Etudier la convexité de f~1.

Exercice 2061

1. Soit I un intervalle de R, (a,b,c) € I3, a < b < ¢, et f une fonction convexe sur I.
Montrer que:

fla=b+c) < fla) = f(b) + flc).
2. Application )
Soit n € N, n > 2, et (a1,a2,a3) € (R’_’;)S, a1 < ag < ag. Montrer que:

vay —as+az = Yay — Yas + Yas.

Exercice 2062
Montrer qu’une fonction est & la fois convexe et concave si, et seulement si, elle est affine.

Exercice 2063

X MP 2013

Soit f : Ry — Ry une fonction concave.

Montrer que f est sous-additive sur Ry, c’est-a-dire:

V(z1,22) € (Ry)?, flz1 + 22) < fa1) + fla2).

Exercice 2064
Soit f : R — R une fonction convexe et (z,y,2,t) € R* tel que © < y et 2z < t.
Montrer que:

flz+t)+ fly+2) < fle+2)+ fly+1).

Exercice 2065 - Inégalité de Popoviciu
ENS MP 2018
Soit f : R — R convexe et (z,y,2) € R3. Montrer que:

() o (50) + 1 (557) < 5u@-sw+ s+ £ (S4E2).

Exercice 2066
Soit f : R — R une fonction convexe et g : R — R une fonction affine telles que:

—_

Ja e R, f(a)=g(a) et Ve e R, f(z) <g(x).
Montrer que les fonctions f et g sont égales.

Exercice 2067 - Fonction logarithmiquement convexe

1. Soit I et J deux intervalles de R, f: I — J et g : J — R deux fonctions convexes. On suppose de plus que g est
croissante.
Montrer que la fonction g o f est convexe.

2. Soit I un intervalle de R et f: I — R* une fonction. f est dite logarithmiquement convexe (ou log-convexe) si la
fonction Inof est convexe.

a) Soit X une variable aléatoire possédant une densité ¢ et telle que Pespérance E (eSX ) soit définie pour tout
seR.

Montrer que la fonction f définie sur R par f(s) = E (e¥)

est logarithmiquement convexe.
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b) Montrer que si la fonction f est logarithmiquement convexe, alors elle est convexe.
Etudier la réciproque

¢) Montrer que f est logarithmiquement convexe si, et seulement si, pour tout o > 0, la fonction f, : © — f(z)a®
est convexe.

d) Soit f,g : I — R deux fonctions.
Montrer que, si f et g sont logarithmiquement convexes, alors la fonction f 4 g est logarithmiquement convexe.

Exercice 2068
Soit f : R} — R une fonction.

x
1. Montrer que si f est convexe et lim+ f(x) =0, alors la fonction © — M est croissante sur R .
z—0 x

2. f est dite sous-additive sur R* sion a:

V(wras) € (RY)?,  flan +x2) < flan) + fla2).

f(x)

a) Montrer que si la fonction x —— —= est décroissante sur R , alors f est sous-additive sur RY.
x

f(x)

b) Montrer que si la fonction f est convexe et sous-additive sur R* , alors la fonction x — “—— est décroissante
x

*
sur R .

Exercice 2069
Soit f : R — R une fonction convexe.

1. Montrer que la fonction z — M tend vers une limite finie ou vers +o0o quand x — +o0.
x
2. On suppose que lim @ =rleR

r—+o0 X
Montrer que la fonction z — f(x) — £z tend vers une limite finie ou vers —oo quand = — +o0.

3. a) On suppose que lim f(z)=0.
r— 400
Montrer que la fonction f est positive.

b) On suppose que la courbe représentative Cy de f admet une asymptote D.
Déterminer la position relative de Cy et de D.

Exercice 2070
Soit a € R et f une fonction convexe et strictement croissante définie sur [a, + ool
Montrer que lim f(x) = 4oc.

r—+00

Exercice 2071
Mines-Ponts MP 2016

1. Soit f: R — R une fonction convexe et majorée. Montrer que la fonction f est constante.
2. La conclusion subsiste-t-elle pour f: R, — R?

Exercice 2072
Soit f : R — R une fonction continue telle que

2 2

Montrer que f est convexe.

Exercice 2073
CCP-TPE-INT-IVP 1996

Soit f € C (R7,R). On pose g(z) =z f <glc)

Montrer que les fonctions f et g sont simultanément convexes.
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Exercice 2074
Mines-Ponts MP 2019
Soit I un intervalle de R et f: I — R une fonction continue.

. . 1
Montrer que 2 — 2 f(x) est convexe si, et seulement si, x — f () est convexe.
T

Exercice 2075
Soit I un intervalle ouvert et f : I — R une fonction convexe.
Montrer que la fonction f est continue sur I.

Exercice 2076
Soit f : R — R une fonction convexe.

1. a) Montrer que si f admet un minimum local, alors il s’agit d’un minimum global.
b) Que peut-on dire de I’ensemble des points ou f atteint son minimum?

2. On suppose que f est dérivable et qu'il existe a € R tel que f'(a) = 0.
Montrer que f admet un minimum global en a.

3. On suppose que f est deux fois dérivable et qu'il existe a € R* tel que, pour tout z € R, f"(z) > a.
Montrer que f admet un minimum unique.
A-t-on encore ce résultat si on suppose uniquement f” > 07

Exercice 2077
Soit f :]a,b[— R une fonction dérivable telle que, pour tout (x,y) €]a,b[?, < y, il existe ¢ €]x,y[, unique, tel que

/ _f(y)_f(x)
1O ===

Montrer que f est strictement convexe ou strictement concave sur |a,b|.

Exercice 2078
Soit f: R} — R une fonction convexe admettant une limite finie en +oo.

1. Montrer que la fonction f est décroissante sur RY .
2. On suppose dans cette question que la fonction f est dérivable sur RY .
Mont li "(z) = 0.
a) Montrer que m—g{loof (x)=0

b) Montrer que le résultat de la question précédente n’est plus valable sans 'hypothése de convexité.

Exercice 2079
Soit f : R — R une fonction dérivable et convexe.
Montrer que la fonction z — f(z) — zf'(x) est croissante sur R_ et décroissante sur R, .

Exercice 2080 - Inégalité d’Hermite-Hadamard
Soit f : [a,b] — R une fonction continue et convexe.

Montrer que: ,
a+b 1 fla)+ f(b)
f< : )<b_a/Gf(t)dt<2~

Exercice 2081
Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C? dont la dérivée seconde est minorée par k € R.
Montrer que:

vt € [0;1], tf(a)+ (1 —1t)f(b) — f(ta+ (1 —1)b) = ~t(1 —t)(b — a)*

o | o

Réciproquement, soit f : [a,b] — R une fonction de classe C2 et k € R tels que, pour tout ¢ € [0;1] et tout (c,d) € [a,b]?,
on ait :

() + (L= 1)7(d) — f(te+ (1= 1)d) > 511~ 1)(d — o)

Montrer que f” est minorée par k.
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Exercice 2082
Centrale PST 201/

. 713 T
Soit (a,87) € {0,5] avec o+ B+ v = 3
Montrer que:

sin(a) sin(B) sin(y) <

| =

Exercice 2083
X MP 2017
Soit T un triangle, «, 8 et v ses angles géométriques, éléments de ]0; 7[.

Montrer que:
1 1 8

sin(a) + sin(3) 2 3+ 2cos(y)’

Exercice 2084
1. Montrer que:

x.

2
Vr € {O,z} , sin(z) > —
2 s

2. Montrer que:

Vo € {O,g} , sin(x) > gm + = (7% — 42?) .

T w3

Exercice 2085
Soit (z,y) € [0;1]2. Montrer que:
1 1 2

+ < :
Vi+a?2  J14+y2  VIitay

Exercice 2086 - Inégalité de Nesbitt
Soit (a,b,c) € (Rj_)s. Montrer que:

w

a n b n c S
b+c¢c a+c a+b’ 2

Exercice 2087 - Inégalité arithmético-géométrique
Soit n € N* et (x1,...,2,) € (R4)".
Montrer que:

Exercice 2088 - Inégalité de Ky Fan

1 n
Soit n € N* et (x1,...,2y) € }0,2} .

Montrer que:

Exercice 2089

n
Soit n € N, n > 2, (x1,...,x,) € (Ri)n tel que > xp = 1.
k=1
Montrer que:

n

Pt 1—a:k/ n—1
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Exercice 2090
Soit n € N* et (z1,...,2,) € [1, + oo]. Montrer que:

i 1 n
> > :
k:11+xk Yy x, +1

Exercice 2091

Soit n € N*, (21,...,2,) € (Rp)™ et (A1,...,An) € [0;1] tel que Y Ay = 1.
k=1

n
1+Hm \H (1 + xp)*.
k=1

Montrer que:

Exercice 2092

n
Soit n € N* et (z1,...,2,) € (R*Jr)" tel que Y zp = 1.
k=1
Montrer que:

3|

n

1
[[e >
k=1

Exercice 2093 "
Soit n € N*, (21,...,2,) €]0;1[™ et (A1,...,\n) €]0;1[" tel que > A\p = 1.

k=1

1+<§)\kxk> H(IJ““)M.

Montrer que:

Exercice 2094

Soit n € N*, (21,...,2,) €]0; 1[™ et (A1,...,\n) €]0;1[" tel que Y A\p = 1.
k=1
Montrer que:

1—|— A
1-— Z)\kxk k=1 L= T

Exercice 2095
Soit n € N* et (x1,...,z,) €]0; 7[". Montrer que:

1 & "
" Sin(x ) sin (ank>
H k < k=1 .
Tk 1
n

k=1

Exercice 2096
Soit n € N* et (z1,...,z,) €]0;7[™. Montrer que:

H sin(z) < sin” (711 Z:ck) .
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Exercice 2097 .
Soit a > 1, n € N* et (z1,...,x,) €]0;1[" tel que > xx = 1.

k=1
Montrer que:
n 1 a (712 + 1)‘1
Do (et ) =
Tk na

k=1
Exercice 2098
Montrer que:

* z+
Y(zy) € (R)”, (z+y)hn (2y> < zln(z) +yIn(y).

Exercice 2099
Mines-Ponts MP 2014

Soit (z,y,a,b) € (Rj_)4. Montrer que:

Exercice 2100
Soit n € N*, (ay,...,an,b1,...,bn) € (R’;)
1. Montrer que:

2. En déduire que:

Exercice 2101
X MP 2007
Soit n € N*, (a1,...,a,) € (R%)" et (by,....,b,) € (R%)".

Montrer que:
1 1
k=1 k=1 k=1

Exercice 2102 - Inégalité de Holder
1 1 n n
Soit (p,q) € (R’_’;_)Q tel que > + i 1, (a1,...,an) € (Ry)" et (by,...,b,) € (Ry)™.

Montrer que:

Exercice 2103 - Inégalité de Minkowski
Soit p > 1, (a1,...,an) € (Ry)" et (by,...,bn) € (Ry)™.

Montrer que: ) ) )
(Z(ak +bk)p> ‘< (Zag> Ty (Zb§> .

k=1 k=1
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Exercice 2104
Ecole Polytechnique MP 2017
Soit f une fonction concave et strictement décroissante sur [0;1] telle que f(0) =1 et f(1) = 0.

Déterminer ( ma)fo(:v)f(y)f(z) oun K = {(x,yz) eRy)? Jo+y+z= 1}.

z,Y,2)€

6 Variations de fonctions. Extremums

Exercice 2105
Soit (m,n) € (N*)? et f la fonction définie sur R par f(z) = 2™(1 — z)".
Déterminer les extrema de f.

Exercice 2106

Montrer que:
k

xT - x
VneN, VeeR,, e >ZH'
k=0

Exercice 2107
Mines-Ponts MP 2019. Centrale PSI 2013
Soit P € R[X] tel que, pour tout € R, P(x) > 0.

—+oo
Montrer que, pour tout z € R, 3 P*)(z) > 0.
k=0

Exercice 2108
Soit f une fonction dérivable et bornée sur R.
Montrer qu’il existe ¢ € R tel que:

fe)f'(e)=c.

Exercice 2109
Soit f : R — R une fonction deux fois dérivable. On suppose qu’il existe ¢ € R tel que:

f@) = fa')

r—x

V(z,2') €R? x#a', flc)#
Montrer que f”(c) = 0.

Exercice 2110

Soit @ € R%, f une fonction continue sur [0,a] et dérivable sur ]0,a] telle que f(0) =0 et f(a)f'(a) <O0.

Montrer qu’il existe ¢ €]0,a] tel que f'(c) = 0.

Exercice 2111
X PC 2020
Soit f € C%(R) telle que:
Ve eR, f(z)>f"(z) 20 et f'(z)>0.

Montrer que:
vz eR, f(z) > f'(2).

Exercice 2112

Singapour 2000

Soit (a,b,c,d) € (Ri)4 tel que a? + b% = (c® + d?)3.
Montrer que:

|
Jr

|
v
-
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CHAPITRE XXI

FONCTIONS USUELLES

1 Fonctions trigonométriques et trigonométriques réciproques

Exercice 2113

1. Simplifier <25®) —c0s()

sin(p) + sin(q)
™
9. En déduire t (—)
n deéduire tan o
Exercice 2114

51 51
. 8 s o 8 el
Calculer sin <24> cos (24>.

Exercice 2115

2
Calculer cos (g) — cos (;)

Exercice 2116

2 4 7
Calculer cos (115) — cos (175T> — cos (17;) + cos <175T)

Exercice 2117
Montrer que:

Exercice 2118
Montrer que:

Exercice 2119
Montrer que:

Exercice 2120
Montrer que:
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Exercice 2121 1
Pour tout k& € N*, soit fi la fonction définie sur R par fi(z) = z (cos®(z) + sin® ().

Montrer que:

Ve ER, fu(z) — folz) = %2

Exercice 2122
Soit (z,y) € ]O,g [2 tel que:

cos?(z — y) = sin(2z) sin(2y).
Montrer que:

™
x+y=§

Exercice 2123 )
Soit (a,3) € R? tel que L
sin(a

tan(a)
an(3)’
Exercice 2124

3 6
Soit (a,3) € R? tel que cos(a) + cos(B) = % et sin(a) + sin(f) = g

Calculer cos? <a;ﬁ) .

Calculer

Exercice 2125
Soit («,B) €]0,m[x]m,27] tel que:

Vr e R, cos(z+ a)+sin(z+ 3) + V2cos(z) = 0.
Déterminer les valeurs de « et 5.

Exercice 2126

Olympiades de Roumanie 1959

Soit (a,b) € R? tel que tan?(a) tan?(b) = 1 + tan?(a) + tan?(b).
Montrer que:

V2

27

oI

sin(a) sin(b) € { } .
Exercice 2127
Soit (a,b,c,d) € [0,7]* tel que:
cos(a) + 7cos(b) = 4(cos(c) + 2 cos(d)) et sin(a) + 7sin(b) = 4(sin(c) + 2sin(d)).
Montrer que:
2cos(a — d) = Tcos(b — ¢).

Exercice 2128
Soit (a,b,c,d) € [0,7]* tel que:

2 cos(a) + 6 cos(b) 4+ 7 cos(c) +9cos(d) =0 et 2sin(a) — 6sin(b) + 7sin(c) — 9sin(d) = 0.

Montrer que:
3cos(a+ d) = Tcos(b+ c).
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Exercice 2129

Soit (a,z,y,2) € R* tel que:

sin(x) + sin(y) + sin(z)
sin(z +y + 2)

cos(x) + cos(y) + cos(z)
cos(z +y+2) B

= a.

Montrer que:
cos(y + z) + cos(z + x) + cos(x + y) = a

Exercice 2130
Montrer que:

Vr eR, (14sin(z))(1+ cos(z)) < =+ V2.

Exercice 2131 )
Soit (a,b) € }O,g[ . Montrer que:

2

() s () <1 s

Exercice 2132 )
Soit (a,b) € [O,g] .
Montrer que:

sin®(a) + 3sin?(a) cos?(b) + cos®(b) = 1

si, et seulement si, a = b.

Exercice 2133
Montrer que:

Vz € R,

] oo

sin(x) sin(2z) sin(3z) <

Exercice 2134
Montrer que I’équation :

1
sin(x) sin(2z) sin(3z) sin(4x) = B
n’a pas de solution réelle.

Exercice 2135 -
Pour tout a € R\ §Z, montrer que:

tan(3a) — tan(2a) — tan(a) = tan(3a) tan(2a) tan(a).
Exercice 2136

Soit (,y,2) € R3 tel que  — y, y — z et z — x n’appartiennent pas a g + 7.

Montrer que:

tan(xz — y) + tan(y — z) + tan(z — ) = tan(x — y) tan(y — 2) tan(z — x).

Exercice 2137

Soit (a,b) € }O,I

2
5 [ et (z,y) € (Ri)Q. Montrer que:

sin(a) _ @
sin(b) gy
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Exercice 2138

Soit n e N, n > 2, (z1,...,2,) € [O,g} tel que:

Z sin?(zy) = 1.
k=1

Montrer que:

vn — 1Zsin(ack) < Zcos(wk).
k=1 k=1

n

Exercice 2139
Soit n € N* et (ay,...,a,) € R™. Montrer que:

Z ij cos(a; — a;) = 0.

1<i,j<n

Exercice 2140
X - ESPCI PC 2017
Soit n € N* et (¢1,...,t,) € R™. Montrer que:

Z (cos(t; + t;) + cos(t; — t;) = —n.
1<i<jsn

Exercice 2141
1. Exprimer tan(a) — tan(b) en fonction de sin(a — b), cos(a) et cos(b).
2. Soit n € N et a € [0,27] tel que, pour tout k € [1,n + 1], cos(ka) # 0.

Calculer: .

1
Sn = Z cos(ka) cos((k + 1))’

k=0

Exercice 2142
1. Soit z € R\ gZ. Montrer que:

tan(z) = cotan(z) — 2cotan(2x).

2. Soit n € N*. Pour tout x € R ou elle est définie, calculer la somme:

Z 2% tan (2km) .
k=0

Exercice 2143
Olympiades internationales 1966

km
Montrer que, pour tout n € N* et tout = € R tel que x # o avec k € Net p € [0,n], on a:

n

Z _ cotan(z) — cotan (2"x) .
— sin (2Fz)

Exercice 2144
Soit n € N. Calculer:
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Exercice 2145 .
Soit n € N* et x € R\ §Z. Calculer :

Exercice 2146
X - ESPCI PC 2008
Montrer que:

@

vrers, Yo Sno) oy

Exercice 2147
Soit n € N* et (x1,...,z,) € R™. Montrer que:

Z |sin(zg)| +

k=1

> 1.

n
cos (Z xk>
k=1
Exercice 2148

1. Soit z € R\ ({kﬂ'/keZ}U{Z—l—kjg/keZ}). Montrer que:

1 tan(2z)
cos(2z)  tan(z)

2. Soit n € N*. Pour tout x € R ou il est défini, calculer le produit :
Mt
cos (2kz) ) -
k=0

Exercice 2149

n—1 2k7r
Soit N*. Calcul 3 .
ot n € alculer kl;[OCOb <2n_1>

Exercice 2150

. n 9 2k
Soit n € N*. Calculer [] (1 — tan .
1

s 27 41

Exercice 2151 -
Soit n € N* et « € R tel que |z| < Jnia Calculer :

[ Lt o (22)

=1 (1 — tan? (2’%))2.

Exercice 2152 -
Soit n € N* et z € R\ {2’”’1 <§ + kﬂ') /pE[ln] et ke Z}. Calculer:

(120 (3)

Exercice 2153
Montrer que:
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Exercice 2154
Montrer que:

. /nw
Vn € N, f[cos(lj:):—w.

k=1

Exercice 2155
Soit # € R et n € N. Calculer:

Z cos(k0) et Z sin(k0).
k=0 k=0

Exercice 2156
Résoudre ’équation :
cos®(z) + sin®(z) = 1.

Exercice 2157
Résoudre ’équation :
cos'!(z) — sin*!(z) = 1.

Exercice 2158
Résoudre le systéme d’équations:

sin(z +y) = 2z
sin(z —y) =2y

Exercice 2159 N
Soit n € N*, (x1,...,2,) € [-2;2]" tel que > 1, = 0.
k=1

Montrer que:

Exercice 2160 - 30
Montrer que:

=]

1 1
2Arctan <3) + Arctan (7) =
Exercice 2161

1 1 1
Calculer Arctan (2> + Arctan (5> + Arctan (8)

Exercice 2162

1
Tracer la courbe représentative de la fonction f : @ — Arccos(cos(z)) + §Arccos(cos(2x)).

Exercice 2163

Tracer les courbes représentatives des fonctions Arcsin o sin, Arccos o cos, Arctan o tan, Arcsin o cos et Arccos o sin.

Exercice 2164
Etudier la fonction f définie par f(z) = Arcsin (\/1 — :c2).

Exercice 2165

. 2

Etudier la fonction f définie par f(x) = Arcsin (HHCQ>
x
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Exercice 2166

. 2
Etudier la fonction f définie par f(x) = Arcsin (1 ﬁ)

Exercice 2167
Etudier la fonction f définie par f(z) = Arcsin (

)

Exercice 2168
Etudier la fonction f définie par f(z) = Arcsin (2zv/1 — z2).

Exercice 2169
Etudier la fonction f définie par f(z) = Arccos (42% — 3z).

Exercice 2170
Etudier la fonction f définie par f(z) = Arccos

Exercice 2171
Etudier la fonction f définie par f(z) = Arctan (1332)
—x

Exercice 2172

Etudier la fonction f définie par f(z) = Arctan (\/1 + 2 — x)

Exercice 2173

. 1

Etudier la fonction f définie par f(z) = Arctan 1 i_ i)

Exercice 2174 )

Etudier la fonction f définie par f(z) = Arctan 1 + I)
—x

Exercice 2175
Etudier la fonction f définie par f(z) = Arctan

Exercice 2176
Etudier la fonction f définie par f(z) = Arctan (

Exercice 2177
Etudier la fonction f définie par f(z) = Arctan

Exercice 2178
Etudier la fonction f définie par f(z) = Arctan

Exercice 2179

. 1
Etudier la fonction f définie par f(x) = Arctan (2) — Arctan (

12

Exercice 2180
Montrer que:

x 1) + Arctan (m—

2 Fonctions logarithme, exponentielle et puissances
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Exercice 2181
Montrer que:
ats €%+ eb

Y(a,b) €R? ez < 5

Exercice 2182 - Lemme de Gibbs

: * % \2 n n
Soit n € N*, (p1,...,Pnyq1,---qn) € (RJr) ", On suppose que o= g =1
k=1 k=1

Montrer que:

> peln(ar) <D prIn(pr).

k=1 k=1

n

Exercice 2183
Soit a € R . Résoudre ’équation :
In,(z) = Ing(a).

Exercice 2184
Résoudre ’équation :
In (% — 1) + In(4) = In(4z — 1).

Exercice 2185
Résoudre 'équation :

In (m ! 5) - %(ln(x) +1n(5)).

Exercice 2186
Résoudre 'équation :

In <f” : 3> _ %(ln(m) +1n(3)).

Exercice 2187
1. Montrer que:
Ve el —1,+o00[, In(l+4+z)<a.
2. Applications
a) Montrer que:

1\" 1\ "
YneN, n>2 (1+) <e<(1—> .
n

b) Soit (a,b) € R% x R,. Montrer que:

b\ b
Vi € R”, 1n(l+x)ln(l+) <2
a X a

Exercice 2188 )

Soit (a,b) € (R%)™ avec b > a.

B In(1

1. Etudier les variations de la fonction f définie sur R par f(z) = W.

2. En déduire que:

In (1 + %) In (1 n Z) < (In(2))%.

Exercice 2189
Soit n € N. Résoudre ’équation :

2x+2x+1_~_”.+2x+n:3x+3x+1_~_”.+3x+n.
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Exercice 2190
Résoudre le systéme d’équations:

{ 22 —y? =12
In(z) — In(y) = In(2)

Exercice 2191

In(1
Soit x €]e, + oo|. Simplifier #(*) avec p(z) = M

In(x)

Exercice 2192 )
Soit x € R}, a = ¢ ot b= —1In (aﬁ)
T

Simplifier a®.

Exercice 2193
Centrale PC 2013
Comparer 3™ et 3.

Exercice 2194
Résoudre ’équation :
3 2
2% =3% .

Exercice 2195

Résoudre 'équation :
32:6 o 2$+% — 2:64»% o 329:71

Exercice 2196

Résoudre ’équation :
4:E _ 31—% — 31-{-% _ 22I—1

Exercice 2197
Centrale PC 2013. ENSEA PSI 2016
Résoudre sur Ry I'équation: 3% 4 4% = 5.

Exercice 2198
Résoudre ’'équation :

Exercice 2199
Résoudre ’'équation :

Exercice 2200
Résoudre ’équation :

Exercice 2201
Résoudre I'équation :

Exercice 2202
Résoudre le systéme d’équations:
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Exercice 2203
Résoudre ’équation :

\/\/1278x+9+\/x278:r+7 +\/\/z278x+97\/x278$+7 =21,

Exercice 2204
Soit (a,b,c) € (Ri)g tel que abe = 1.
Montrer que:
A+ +<a®+03+ A

Exercice 2205
X - ESPCI PC 2008

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur o € R’} pour que:

%\ 2 « « «
V(zy) € (RY)™, (z+y)* =% +y~

3 Fonctions hyperboliques et hyperboliques réciproques

Exercice 2206
Montrer que:

WneN, voeR, (L—h@)"_ Ll+th(n)
1 — th(nz)

1+ th(z)

Exercice 2207
Soit n € N et x € R. Calculer:

k=0 k=0
Exercice 2208
Soit n € N* et (a,b) € R x R*. Calculer:
Z ch(a + kb) et Z sh(a + kb).
k=0 k=0

Exercice 2209

1. Soit & € R. Montrer que:
Vo € R, th(xz) = 2coth(2z) — coth(x).

2. Soit n € N*. Pour tout x € R, calculer la somme:

> 2kth (2F) .
k=0

Exercice 2210 - 30
1. Simplifier Arctan(sh(z)) + Arccos(th(z)) pour tout = € R.

5 5 ™
A - A S - = —.
rctan (12> + Arccos (13) 5

5
2. Résoudre ’équation th(z) = &

3. En déduire que:
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Exercice 2211
Montrer que:

1
Vo € Ry, Arctan(sh(z)) = Arccos (ch(x)) .

Exercice 2212
Déterminer les fonctions f : R — R, dérivables en 0, vérifiant :

Ve eR, f(2z)=2f(x)\/1+ f2(x).
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CHAPITRE XXII

FONCTIONS - INTEGRATION SUR UN SEGMENT

1 Propriétés de 'intégrale

Exercice 2213
Soit (a,b,c) € R avec a < b < cet f : [a,c] — R une fonction continue.

Montrer que:
c—a/f max(b_ /f /Cf(x)dx>

Exercice 2214
Soit (a,b) € R? avec a < b, f et g deux fonctions continues sur [a,b].
Montrer que:

/mm t),g(t mm(/f dt/ (t)d > et /abmax(f( t),9(t)) In&mx(/f dt/ (t)d )

Exercice 2215 .
Soit (a,b) € R?, a < b. Déterminer les fonctions continues f : [a,b] — R telles que / f(z)dz = (b—a) sup |f(t)]
a te(a,b]

Exercice 2216
Soit (a,b) € R?, a < b, et f : [a,b] — R une fonction continue.

b b
Montrer que ’/ f(x)dx’ = / |f(x)|dx si, et seulement si, f garde un signe constant sur [a,b].
a a

Exercice 2217
Soit a € [1,+ oo et f : [1,a] — R une fonction de classe C1.
1. Montrer que:

[%wum:muw—zﬂm

2. Déterminer une expression analogue pour / LxQJ f(x)dz.
1

Exercice 2218
10° q
Déterminer la partie entiére de > —.
n=1 N3
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Exercice 2219
Soit f : R — R une fonction dérivable telle que:

Ve eR, 0< f(z)+ f(x) <1
Montrer que:

Ve eR, |[f(z)— f(0)e | < [1—e"].

Exercice 2220
X MP 2005

Soit f : [0;1] — R une fonction continue telle que / f(#)dt = 0, m (respectivement M) le minimum (resp. le
0

maximum) de f sur [0;1].
Montrer que:

/1 FA(t)dt < —mM.
0

Exercice 2221
Soit n € N* et f : [0;1] — R une fonction continue telle que:

1 1
vk € [0,n — 1], / ¥ f(x)dz =0 et / 2" f(z)dz = 1.
0 0
Montrer qu’il existe g € [0; 1] tel que |f(xo)| = 2™ (n + 1).

Exercice 2222
X MP 2013

Soit (a,b) € R?, a < b, (f,g) € (C ([a,b],Ri))z. On note m et M le minimum et le maximum de g sur [a,b] respective-

b b
( / <f<t>>2dt> ( / <g<t>>2dt> {m + M) ( / 0 )
Exercice 2223

Déterminer les fonctions continues f : [0;1] — R telles que

! 1
| @ sanas = 5.

ment.
Montrer que:

Exercice 2224
Soit f une fonction décroissante définie sur [0;1].

Montrer que:
Yo €]0; 1], / flx / f(x)da.
Exercice 2225

Soit f une fonction de classe C! sur [0; 1] telle que:

Montrer que:

Exercice 2226
Mines-Ponts MP 2021
Soit f € C1([0;1],R4) et M € R tel que, pour tout = € [0;1], |f'(z)| < M
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1. Montrer que:

vo e [0:1],  |(f(2)® = (f(0)*[ <2M [ f(t)dt.

2. En déduire que:

1 1 1

[ a2 [ fwas) < ar ([ )
Exercice 2227
Mines-Ponts MP 2018
Soit f € C([0;1],R) telle que f(0) =0 et f(1) = 1.
Montrer que: .

[ i@ - ;.
0 €

Exercice 2228
X ESPCI PC 2008

Soit E = {f € C2([0;1],R) / f(0) = f(1) = 0}.

Montrer qu’il existe M € R, que 'on déterminera, tel que:

1
vf € E, Af®&<MswLW@L

z€[051]

Exercice 2229
1. Montrer que:
x
VzeR:, 1 :’f<f 1 71).
x T, In(z) aler%Ri . + In(a)

1
2. Soit f:[0;1] — R¥ une fonction continue telle que / f(xz)dx =1 et g:[0;1] — R une fonction continue.

0

Montrer que:

/01 f(z)In(g(z))dz < In (/01 f(w)g(x)dx) _

Exercice 2230
Soit (a,b) € R?, a < b, f : [a,b] — R une fonction dérivable telle que:

Vz € [a,b], f'(x)> f(z) > 0.

Montrer que:
bodt 1 1

. @ " fl@) fO)

Exercice 2231
Soit f:[0;1] — Ry une fonction dérivable telle que f’ soit décroissante et f/(0) > f(0) = 0.

Montrer que:
Ly £(1)
A(ﬂmu4<fm‘

Exercice 2232
X MP 2005
Soit f et g deux fonctions continues et croissantes sur [0;1].

Montrer que: 1 | |
(/0 / (t)dt) (/0 g(t)dt> < /0 F(Hg()dt.
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Exercice 2233
X - ESPCI PC 2016. Centrale PSI 2014
1

Soit f € C([0;1],R) telle que / Ff@)dt = %

Montrer que f admet un point fixe.

Exercice 2234
Soit n € N, n > 2 et f une fonction continue sur [0; 1] telle que:

1
f(z)dx = —.
Montrer qu'il existe g €]0; 1] tel que:
1—ap

Exercice 2235

1
Soit f une fonction continue sur [0; 1] telle que / f(z)dz = %
0
Montrer qu'il existe o € [0; 1] tel que:
< fleo) < 5
1+ 29 o 2x0 ’

Exercice 2236
Soit (a,b) € R?, a < b, f € C*([a,b],R) telle que:

Vo € [ab], f(z)=1+z>+ f*(x).

Montrer que b — a < .

Exercice 2237
ENS PSI 2017. X - ESPCI PC 201/
Soit f € C*(R,R) telle que:

f)y=1 et VzeR, fl(z)= L

T
Montrer que f posséde une limite finie ¢ en 400 et que £ < 1+ 1

Exercice 2238
Soit (a,b) € R?, a < b, f et g deux fonctions continues sur [a,b].
Montrer qu’il existe ¢ €]a,b[ tel que:

c b
£(e) / g(t)dt = g(c) / f(tyat.

Exercice 2239 - Lemme de Gronwall
X - ESPCI PC 2016
Soit (a,b) € R?, a < b, et (u,v) € (C([a,b],R4))?. On suppose que:

JeeR, Vrelad], ulz)<c+ /9’3 u(t)v(t)dt.

Montrer que:

Va € [ab], u(z) < cexp ( / ' v(t)dt) .

Exercice 2240
Soit (a,b) € R?, a < b, f et g deux fonctions continues sur [a,b].
Montrer qu’il existe ¢ €]a,b[ tel que:

c b
/ F()dt + (¢ — a)glc) = / g(t)dt + (b — o) f(c).

z? + [ (x)
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Exercice 2241 ,
Soit (a,b) € R?, a < b, et fune fonction telle que / f(#)dt # 0.

a

Montrer qu’il existe (,3) €]a,b[* tel que:

a<a<fB<b et /af(t)dt:(b—oz)f(ﬂ).

Exercice 2242 - Inégalité de Steffensen
Soit (a,b) € R?, a < b, g : [a,b] — [0;1] une fonction intégrable et f : [a,b] — R une fonction décroissante. On pose

A= /abg(x)dx.

Montrer que:

b b a+X
f@)d x < / f(@)g(x)dz < / f(z)da.

b—X

Exercice 2243
Soit (a,b) € R? avec a < bet f: [a,b] — R une fonction de classe C! telle que f(a) = 0.
Montrer que:

b —a b
/u |f' () f(x)|dz < b2 A(f’(x)fdm.

Exercice 2244
X - ESPCI PC 2017. Mines-Ponts MP 2017
Soit f € C*(R4,R) telle que f(0) = 0 et, pour tout x € Ry, f'(x) € [0;1].

Montrer que: ,
vz € Ry, /O(f(t))3dt< (/0 f(t)dt> .

Etudier le cas d’égalité.

Exercice 2245
ESCP Question courte 2010
Soit f une fonction continue sur I'intervalle [0;1]. On définit la fonction F' sur lintervalle 0, + oo[ en posant :

F(z) :/0 Zf_’(_tg dt.

Montrer que F' est continue sur |0, + oo[ et que

1
IETMF(x):_/(J f(t)de.

Exercice 2246
Mines-Ponts MP 2021. ESCP Question courte 2011
Soit f : [0, + co[—> R une fonction continue vérifiant:

Vo e [0,+ o0, 0< f(z)< /T F(t)dt.
0

Soit h : [0, + co[— R définie par h(x) = e*:”/ f(®)de.
0

1. Montrer que la fonction A est décroissante.
2. En déduire que la fonction f est identiquement nulle.
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Exercice 2247
X - ESPCI PC 2019

Soit E l'espace vectoriel des fonctions réelles deux fois dérivables sur [0;1] et f € C([0;1],R) telle que:

1
Vg € E, / f(t)g(t)dt = 0.
0
Montrer que f est la fonction nulle.

Exercice 2248

X - ESPCI PC 2013

Soit f € C(]0;1],R) telle que f(0) = 0.
Montrer que:

Vo e [0:1], |f(z)]

/N
o\
>
—
)
S
S—
5
(oW
~

Exercice 2249

X - ESPCI PC 2008

Soit f € C*([0;1],R) telle que f(1) = 0.
Montrer que:

Exercice 2250

ENS PC 2018

Soit f € C([0;1],R) telle que f(1) = 0.
Montrer que:

Déterminer le cas d’égalité.

Exercice 2251
Montrer que:

b
d b—
V(ab) € (RY)", a<b, <

Exercice 2252
Mines-Ponts MP 2014

Soit (a,b) € (Ri)Q avec a < b. Montrer que:

(\/g_ \/5)2 < b;a(ln(b) —1In(a)).

Exercice 2253
X - ESPCI PC 2013

1 1
Soit f € C([0;1],R) telle que / flx)dx = / zf(x)dr = 1.
0 0

1
Montrer que / (f(x))?dz > 4.
0

Exercice 2254
ENSEA MP 2018
Déterminer les fonctions continues f : [0;1] — [0; 1] telles que:

1 1
2 _
| Gz [ o
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Exercice 2255
Soit (a,b) € R?, a < b, f € C([a,b],R) telle que:

b b b
| e = [ora= [y
Montrer que la fonction f est constante égale & 0 ou 1.

Exercice 2256

ESCP Question courte 2013
1

Soit f une fonction continue sur [0;1]. Pour tout n € N, on pose I, = / (f(t))"dt et on suppose que la suite (I,;)nen
0
ne prend qu'un nombre fini de valeurs.

1. En raisonnant par 'absurde, montrer que, pour tout ¢t € [0;1], |f(¢)] < 1.
2. En counsidérant la suite (I2,)nen, montrer que, pour tout ¢ € [0;1], f(t) € {—1,0,1}.
3. En déduire f.

Exercice 2257
X MP 2018
Existe-t-il une fonction f € C*(R) telle que, pour tout z € R, |f(z)| < 2 et f(z)f'(z) > sin(z)?

Exercice 2258
X MP 2016. Mines-Ponts MP 2021. Centrale MP 201/
Soit f € C*(R,R) telle que:
vz eR, (f(z)*+ 1+ f ()<L

Montrer que la fonction f est nulle.

Exercice 2259
Mines-Ponts PC 2017 -

Soit f € C([0,7],R) telle que /0 f(t) cos(t)dt = /OTr f(t)sin(t)dt = 0.

Montrer que la fonction f s’annule au moins deux fois sur |0,7].
Donner un exemple d’une telle fonction non nulle.

Exercice 2260
Mines-Ponts PC 2021
Soit (a,b) € R?, a < b, n € Net f € C([a,b],R) telle que:

b
Yk € [0,n], / th f(t)dt = 0.

a

Montrer que la fonction f s’annule au moins n + 1 fois sur ]a,b|.

Exercice 2261
Mines-Ponts MP 2021
Soit n € N, n > 2, (21,y1, .., &n,yn) ERZ™ avec 1 < y1 < 20 < Yo < -+ < Ty < Yn-

1. Soit P € R,,_1[X] tel que:
Yk
Vk € [1,n], P(t)dt =0.

Tk
Montrer que le polynéme P est nul.
2. Montrer qu’il existe P € R,,[X], non nul, tel que:

Yr
vk € [1n], / P(t)dt = 0.
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Exercice 2262
Mines-Ponts MP 2021
Soit f € C([0;1],R) telle que:

vz € [0; 1], /f 1*"”.

Montrer que:

W =

/ (F(0)2dt >
0

Exercice 2263
X MP 2018
Soit f : [0;1] — R une fonction concave et continue telle que f(0) = 1.

Montrer que:
1
[ o3 ([ )
Exercice 2264
Soit (a,b) € (Ry)?. Montrer qu’il existe M € R tel que, pour toute f € C'([0;1],R), on ait:

a 2 ' 2 .
(F(1))* + <M / J2dt + / (' ()2t

Exercice 2265
X MP 2021 )
Soit K € C ([0;1]2,R%) et (f,9) € (C ([0;1],R% )" telles que:

Vo e [0;1], g(z / fOK(xt)dt et f(x)= /w g(t) K (z,t)dt.
0
Montrer que f = g.

Exercice 2266 - Majoration de ’erreur pour la méthode des trapézes
X MP 2018
Soit (a,b) € R?, a < b, et f € C*([a,b],R).

Montrer que:
b a —a —a)?
[t - Y@L -0 (b—a?

<"l

Exercice 2267
Pour tout z € C* et tout n € N, on pose

In(2) = 1/1 (1—3)"e™dt.

1. a) Calculer Ip(z) et I;(2).

b) Montrer que:

. 4 dn + 6
Vn € N, VzeC y In+2(Z) = ;I,L(Z) - TInJ,_l(Z).

¢) Montrer que, pour tout n € N, il existe un polynéme A,, a coefficients entiers et de degré n tel que

1
22n+1

Vze C*, I,(z) = (€A, (2) — e *An(—2)).

2. Soit z € Q* tel que e* € Q*.
Montrer ’existence d’un entier non nul D tel que:
VneN, D"I,(z) € N*.
Montrer par ailleurs que hrf D™I,(z)=0.

Conclure.
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3. Application
Montrer que si r € Q*, alors e” ¢ Q et, si r € Q*\ {1}, alors In(r) ¢ Q.

Exercice 2268 - Preuve de Ivan Niven de l’irrationalité de =«
X MP 2016. X PSI 2018

Soit (p,q) € N x N*. Pour tout n € N; soit P, et f, les fonctions polynomiales définies par:

Py(z) = 22— 40 (p ;,qx) ot =3 (1) PO (g
’ k=0

1. Montrer que, pour tout k£ € N, PT(JC)(O) € Zet P,(Lk (p) € 7.
q

2. En considérant /Tr %(ﬂl(m) sin(z) — fn(x) cos(x))dz, montrer que m ¢ Q.
0

Exercice 2269 - Premiére formule de la moyenne
X - ESPCI PC 2016. Centrale MP 2017

1. Soit (a,b) € R%, a < b, (f,9) € (C([a,b],R))? avec g positive.
Montrer qu'il existe ¢ € [a,] tel que:
b b
| i =gl [ s
2. Application

Soit (a,b) € R?, a < b, f € C1([a,b],R), croissante, et g € C([a,b],R).
Montrer qu'il existe ¢ € [a,b] tel que:

b c b
/f@ﬂwh=ﬂ®/g@&+ﬂw/gwﬁ

Exercice 2270 - Inégalité de Young
X - ESPCI PC 2008. Mines-Ponts MP 2005
Soit f une fonction continue et strictement croissante sur Ry telle que f(0) = 0.

1. Montrer que:

© f(@)
Vo e Ry, / f(t)dt+/ fH)dt = xf (x).
0 0

Y(a,b) € , /f dt+/f

2. Montrer que:

Etudier le cas d’égalité.

2 Techniques de calcul d’intégrales

2.1 Intégration par parties

Exercice 2271
Soit (a,b) € R? avec a < b et f : [a,b] — R une fonction de classe C2.

Montrer que:
b
| fae -

SHE@+F0) + 5 [ (- ) - b (@),

Exercice 2272 .
Soit (a,b) € R? avec a < b et (p,q) € N?. Calculer / (t —a)?(b—t)idt.

a
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Exercice 2273
Mines-Ponts PSI 2017

In(2) 2
Calculer / shg(x) dz.
0 ch”(x)

Exercice 2274
En considérant / (1 - tQ)n dt, montrer que:

0
" (=1)F /n
vneN, kZZOZIH-l k

Exercice 2275
Soit f € C%(]0,27],R), convexe. Montrer que:

0

Exercice 2276
X MP 2018 .

5
Soit n» € N, n > 2. Calculer / cos(nx) cos" 2 (x)dzx.
0

Exercice 2277
X - ESPCI PC 2021

Soit n € N. Calculer /2 cos(nx) cos™(x)dx.
0

2.2 Changement de variable

Exercice 2278 )
Soit (a,b) € (R%)", a < b. Calculer D'intégrale

Exercice 2279
Soit a € R . Calculer 'intégrale /

¢ zln(x)

(1+a2)?

Q=

Exercice 2280
1

Calculer lintégrale / (1 + 2) Arctan(z)dz.
x

1

Exercice 2281
Montrer que:

¢ t
Vo e RY, / ——————dt = Arctan(z) — %

1 14t+t2+183

Exercice 2282
X MP 2005

1
Calculer 'intégrale / va(l—z)de.
0

Exercice 2283

b
Soit (a,b) € R?, a < b. Calculer l'intégrale / Vi(z—a)(b—z)dx.

/ " @) cos(@)da > 0.
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Exercice 2284

b
Soit (a,b) € R?, a < b. Calculer I'intégrale / xy/(z —a)(b— x)da.

Exercice 2285 L
Calculer 'intégrale I = / /223 — 322 — x + 1da.
0

Exercice 2286
Putnam 1987
vIn(9 —x)

— )+ +/In(z + 3)

4
Calculer l'intégrale I = /
¢ 2 /In(9

Exercice 2287
Putnam 2005

1
In(1
Calculer l'intégrale / M

dz.
o 1+ax? .

Exercice 2£288 .
Soit I = ’ cos(z) dz et J= /2 sin(z) dz.
0

0o +/1+sin(x)cos(x) 1 + sin(z) cos(z)

Montrer que I = J et calculer leur valeur.

Exercice 2289 N
Soit o € [O,g [ Calculer / In(1 + tan(«) tan(z))dz.
0

Exercice 2290
CCP PSI 2016

1. Soit (a,b) € R?, a < b, f € C([a,b],R) telle que:
Ve € [ab], fla+b—2x)= f(x).

Montrer que:

b b
/tf(t)dt: a;b/ F(t)dt.

a

2. Calculer/ Ldt.
o 1+ cos?(t)

Exercice 2291
Soit f : [0;1] — R une fonction continue telle que:

Y(z1,20) € [0;1]%, o1 f(20) + 2o f(21) < 1.

Montrer que:

1 s
/0 fa)de < 7.

Exercice 2292
Mines-Ponts MP 20183
Soit f € C([0;1],R). Montrer que:
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3 Sommes de Riemann

Exercice 2293
X - ESPCI PC 2014

1
Calcul li .
alculer niglmzn+k
k=1
Exercice 2294 .
n

lcul li _
Calculer TL_I}IJ'I_IOO 2 N

Exercice 2295

CCINP PC 2019 . ,

) . I B n
Déterminer un équivalent de .S,, = Z PSR
k=0
Exercice 2296
- k
Calculer nll)riloo kz_:l T
Exercice 2297
- 1

. w2 :
Soit (a,3) € (R%)". Calculer HEIEOO 2 na 1 kB

Exercice 2298
pnog

it *. Calculer li —.
Soit p € N Cacuernirilwl;lk

Exercice 2299
X - ESPCI PC 2014

1 n
Soit p € Ry. Calculer nlim sy Z EP.
k=1

—+o0

Exercice 2300

n
1
Calculer lim —_—
n—+00 kz::l vVn? + 2kn
Exercice 2301 .

. 1 o (kT
Calculer ngrfoo - Z cos <n) .

k=1
Exercice 2302
n—1 1

Calculer nll)g{loo kZ:O \/ﬁ
Exercice 2303 .

Calculer lim Z !

Exercice 2304

1 n
Soit a € R* 1}. Calcul li — Vak.
oit a € R \ {1} acuern_{g_loon;\/a
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Exercice 2305 .
Calculer lim nz ek—;.

n—-+4oo
k=1

Exercice 2306
k+1
Calcul li g .
alculer Hf ’

Exercice 2307

Mines-Ponts PSI 2018. Mines-Ponts PC 2014
n

Calculer lim .
n—+o0o0 (nl)q

Exercice 2308

Mines-Ponts PSI 2005. CCINP PC 2021. ENTPE-EIVP PC 2015

Calculer lim (1 + k) ".
=1

n—-+4+oo n

Exercice 2309

. - k?
Calculer nETOO kli[l (1 + 712>

3=

Exercice 2310

N k
Calculer ngrfm kl:[l (1 + 712>

3=

Exercice 2311
2n+1

1
Calcul li .
acuern_lf_sr_loo 1
k=n
Exercice 2312

: N T
Soit p €]1, + oo[. Calculer ngrfoo —+ Z EP~HE +1).
k=1

Exercice 2313
1 n
Soit p € R%. Calculer lim oy Z EP(k+1)P.
k=1

n—-+oo

Exercice 2314

. %\ 2 o . ” —a -8
Soit (a,8) € (R%)” avec a + 8 = 1. Calculer nll}rilm;(n +E)“n+k+1)"".

Exercice 2315 "
1
Calculer lim —— {\/ﬂ
n—+oo n\/ﬁ P
Exercice 2316
Calculer lim

n—-+oo Pt n2 + (71)]6]{2

Exercice 2317
X PSI 2020. Miqles—Ponts MP 2021

k k
Calcul li in(—|sin{—|.
alculer n_l)riloo];sm (n) sin <n2>
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Exercice 2318 )
- 1
lculer i §j in? [ — .
Calculer nirfmk:nSIH (\/E)

Exercice 2319 )

. 1 1
Calculer nll)rfw " kl:[l (n2 + k2) .

Exercice 2320 .

. 1
Calculer HEI_EOO klill k*.

Exercice 2321
Montrer que:

Exercice 2322
Montrer que:

Exercice 2323
- 1
Calculer lim ch | —— —n|.

Exercice 2324

Pour n € N*, on note P, = H (n)

p=0 p

n
1. Montrer que P, = H gFn-t
k=1

m""

2. Etudier la convergence de la suite <Pn"

)nEN* .
Exercice 2325

n ka
Soit (a,8) € R? avec 0 < o < 3. On note u,, = H <1 + 5).
k=1 n

Etudier la suite (uy,)nen et calculer sa limite en cas de convergence.

Exercice 2326

Soit f une fonction continue sur [0;1] et dérivable en 0 telle que f(0) = 0 et f'(0) # 0. Soit p € N*. On note

- 1
tn = kzzof (n+kp>'
Déterminer lim wu,,.

n—-+oo

Exercice 2327

n—1
1. Soit f une fonction de classe C! sur [0;1]. On note u,, = Z (f (

k=0
Etudier la suite (u,)pen--

2. Application. — Calculer :

2n+1)(2n+3)---(4n—1)

lim

n—-—+oo 271(271 —+ 2) ce (4TL — 2)
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Exercice 2328 .

Soit (a,b) € R? avec a < b. Sans utiliser de primitive, calculer / e“dr.

a

Exercice 2329 ,
1
Soit (a,b) € R? avec 0 < a < b. Sans utiliser de primitive, calculer / —dx.
x
a

Exercice 2330

Soit f une fonction intégrable sur [0;1] et g une fonction dérivable et & dérivée bornée sur [0;1].

Montrer que:

nklfmnzf“ (5= [ o

Exercice 2331 - Intégrale de Poisson
Mines-Ponts MP 2016

Soit € R\ {—1;1}. Calculer I, = / In (1 — 2avcos(z) + a?) dz.
0

Exercice 2332 - Inégalité de Jensen
Soit f une fonction continue sur [0;1] et ¢ une fonction convexe sur R.

Montrer que:
1 1
o ([ o) < [ oo stan
0 0
Exercice 2333

1. Soit (a,b) € R? avec a < b et f une fonction continue et strictement positive sur [a,b].

Montrer que:
1* I
< .
b—a/a Inof(x)dzr < In 2 a/a f(z)dx

1 " 1\"
i / (1 + ) dz.
n—+oon —1 J; T

2. Application
Calculer :

lim

Exercice 2334
1. Montrer que:

Vme] {, |In(1 + z) — 2| < 22

DN | =

1
2’

2. Soit (a,b) € R? avec a < b et f une fonction intégrable sur [a,b].
Montrer que:
b—a b
a+ kJT = exp flx)dz ) .
Exercice 2335

Soit (a,b) € R? avec a < b et f une fonction de classe C! sur [a,b].

Déterminer :
limn/f yz — 2= “Enf
n—-+oo n

k=1

n
lim (
n—-4oo
k=1

)
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Exercice 2336
Calculer la limite de la suite (uy,)nen+ définie par:

Vn € N¥, un:% z":

k:l (n+k)?

Exercice 2337
Soit f une fonction continue sur [0; 1] et dérivable sur |0; 1] telle que f” soit bornée sur ]0; 1[. On note M = sup |f’(x)|.

z€]0;1[
Montrer que:
! 1~ ,(k M
VYn € N*, /fxdm—f f() < —.
IRCESWIC
Exercice 2338
Mines-Ponts MP 2021
Déterminer (a,b) € R? tel que:
n—1
Z In(n+ k) =nln(n) +an+ b+ o(1).
k=0
Exercice 2339
1. Soit (a,b) € R?, a < b et f une fonction de classe C3 sur [a,b].
Montrer que:
n—1 b 2
1 —a b—a
21 (0 ) = [ pwi - 2000 - @) + Cg a0 - e o ()

k=0

2. Application
Montrer que:

Exercice 2340
Soit f et g deux fonctions croissantes sur R;. Montrer que:

Vo € Ry, (/Ow f(t)dt) (/Ox g(t)dt) < I/Ow f()g(t)de
Exercice 2341

X MP 2018. X - ESPCI 201/
Soit T'e R%, f € C([0,T],R) et g € C(R,R). On suppose que la fonction g est T-périodique.

Montrer que:
i [ st ( [ i dt) ( /()Tg@)dt).

Exercice 2342
Pour (n,p) € (N*)?, on pose:

e (s )

Déterminer lim lim wu,p et lim  lim  wuy .
n—+00 p—+o00 p——+00 n—»+o00 ’
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4 Calcul de primitives

Exercice 2343
IMT MP 2018

Déterminer la primitive de x —

Exercice 2344

Calculer a: dx.
Vitor+vV1—=x

Exercice 2345
Calculer /ln (1 + ;v2) dz.

Exercice 2346

Calculer [ xtan?(x)dz.

Exercice 2347
T
Calculer [ ——duz.
/ sin?(z)
Exercice 2348

Calculer . %(x)dw

Exercice 2349
Calculer /x(Arctan(m))de.

Exercice 2350 )
x
Calcul dzx.
alenier / (cos(z) + zsin(z))? v

Exercice 2351
Calculer /ln (1+ V) dz.

Exercice 2352
2% In(x)

. de.
(23 +1)

Calculer

Exercice 2353 )
Calculer /sin(ln(x))dz et /cos(ln(x))d;z:.

Exercice 2354

Calculer / T 1.
J z+1

5 Suites définies par une intégrale

Exercice 2355
Déterminer :

(x+1)(3—x)

tendant vers 0 en +oo.

) (_1)i+j
1 .
Jim o> S

+J

1<i,5<n
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Exercice 2356 .
Soit (f,9) € (C ([0; 1],R*+))2. Pour tout n € N, on pose u, = / g(z)f"*(x)dx.
0

Etudier la suite (un+1> .
neN

Un

Exercice 2357

Mines-Ponts PSI 2017
Soit (a,b) € R?, a < b, et f une fonction continue et positive sur [a,b].
Montrer que:

Exercice 2358
Mines-Ponts MP 2021

Soit £ € Ret f € C(R4,R) telle que

Déterminer lim / flz

n—+oo n

Exercice 2359

1
Pour tout n € N, on pose I, = /

0
1. Déterminer la limite de la suite (I,,)nen-

2.

1+

1
Pour tout n € N*, on pose J,, = /
0

a) Montrer que:

b) Calculer J,, pour tout n € N*.

lim

b 3
i ([vora) = s s

2n

x n

Jim  f(z) =

x2n71

—dx
14+ 2m

1

Y N* |, —J,| < ———.
neN, | | 2n(2n +1)

¢) En déduire un équivalent de I, quand n tend vers +oo.

Exercice 2360
Centrale MP 2005. IMT MP1201 7. IMT PC 2019

Pour n € N, on pose I, = /
1.

1

dt.
o 1+t

Calculer Iy, I et Is.

2. Déterminer la limite I de la suite (I,)nen-

3.

Déterminer un équivalent de I,, — I.

Exercice 2361

Déterminer un équivalent de u,, = /

n

Exercice 2362
CCP MP 2017

z
Pour tout n € N, on pose I,, = / tan”™ (z)dx.
0

1
2
3.
4. Montrer que:

L ogn 4

r2n 41 .

. Montrer que la suite (I,,)nen est convergente.
. Calculer Iy, I et, pour tout n € N, I,, 4o + I,,.

En déduire la limite de la suite (I;)nen puis un équivalent de I,,.

YneN, I, =(-1)""! (

n

>

k=1

3

1 _
-1 a) o fmn=g 2
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5. En déduire que:

Exercice 2363 - Intégrales de Wallis
2
Pour tout n € N, on pose W,, = / sin”(x)dz.
0
1. Montrer que:
z
vYneN, W, :/ cos™ (z)dz.
0
2. Montrer que la suite (W,,)nen est convergente.

3. Calculer Wy et W7y,
4. a) Montrer que:

n+1
VneN, Wyio=——"W,,
n ) +2 n+2
puis que:
T
% N, W,Wpi1 = ——.
me T o)
b) En déduire que:
2n)! =« 221 (nl)?
4 N, Wy, = 5—~5— et W1 =———
PER W = oaazn 0 e T o
. Wn+1
5. a) Montrer que la suite ( ) converge vers 1.
Wn neN
b) En déduire que:
P

Exercice 2364
X MP 2018
Pour tout n € N*, on pose

=S ()5

k=0

Montrer que la suite (u,)nen+ diverge puis déterminer un développement asymptotique a deux termes de uy,.

Exercice 2365

Mines-Ponts MP 2018 -

Pour tout n € N, calculer I,, = / M
o 2+ cos(x)

Exercice 2366
Mines-Ponts MP 2016

1 2
t
Déterminer un équivalent de I,, = /0 7(1 e quand n — 4-o00.

6 Intégrales fonctions des bornes

Exercice 2367
CCINP PC 2019
Déterminer les fonctions f € C(R) telles que:

T4y

Vey) € B2, 2yf(z) = / f(t)dt.

T—y
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Exercice 2368 )
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = / et dt.

xr
1. Montrer que la fonction f est impaire.

2. Montrer que IEIEOO f(z) =0.

3. Etudier les variations de la fonction f.

Exercice 2369
2x 1

P >0, - — .
our x on pose f(x) /x {1

Justifier 'existence de f.
Montrer que f est dérivable et étudier les variations de f.
Déterminer, si elles existent, les limites de f en 0 et en +o0.

-~ W e

Montrer que f(z) ol @
oo In(z

Exercice 2370 )
1

Soit f la fonction définie sur R \ {1} par f(z) = / mdt.
z n

1. Montrer que la fonction f est prolongeable par continuité sur R.

On note encore f le prolongement par continuité ainsi obtenu.

2. Déterminer la limite de f en +oo

3. Montrer que la fonction f est de classe C' sur R, et étudier ses variations.

r—1

1
4. Justifier que l'intégrale I = / ———dx est convergente et déterminer sa valeur.
0

In(x)
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Exercice 2371
Soit (tn)nen; (Vn)neN, (Wn)nen €t (Tn)nen des suites & valeurs strictement positives telles que w, ~ v, et wy, ~ x,.
Montrer que u,, + w, ~ v, + Ty.

Exercice 2372

X MP 2017. X - ESPCI PC 2017

Soit f la fonction définie sur Ry par f(z) = xe®.

Montrer que la fonction f est bijective puis déterminer un développement asymptotique & deux termes de sa fonction
réciproque en +o00.

Exercice 2373
X - ESPCI PC 2016

Soit f la fonction définie sur [e, + oo[ par f(x) x

" In(z)
1. Montrer que f réalise une bijection de [e, 4+ oo[ sur [e, + ool.
2. Déterminer un équivalent de f~! en +oo.

Exercice 2374
Mines-Ponts PC 2017

1\* 1
Calculer lim <x2 <1 + > —ezdln (1 + ))
T—+00 x T

Exercice 2375
X - ESPCI PC 2014

Calculer lim (Sin(x))uosl(m,
=5

Exercice 2376 .

Calculer lim (sin(x))eos*@) .
m%%*

Exercice 2377
Centrale 2001. IMT PSI 2013

Déterminer la limite de u,, = ( cos

nw L nw "
sin .
3nt1) M \6ntt
Exercice 2378

Mines-Ponts PC 2014

Calculer lim (x%rl —(z— 1)&)

r——+00
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Exercice 2379
CCP PSI 2007. IMT PC 2016

z In(z)
1 1
Calculer lim (n(m—i—)) .

z—+4o0 \  In(z)

Exercice 2380 )
Calculer lim (In(ch(x)) — In(cos()))

@=0 /ch(z) + y/cos(z) — 2

Exercice 2381

2 1
lculer li
Calculer 250 <sin2(x) * ln(cos(x)))

Exercice 2382

Soit n € N* et f,, la fonction définie sur Ry par:

fo@) = (@ + D)@ +2) - (@ +n)" — .

Déterminer la limite de f,(z) quand z tend vers +oo.

Exercice 2383
IMT PC 2019 )
Soit (a,b) € (R%)". Calculer

lim
r—0t

Exercice 2384

1 -
Déterminer un équivalent en 0 de z — T2 (1+x)°.
x

Exercice 2385

Déterminer un équivalent en 0 de x — sin(In(1 + z)) — In(1 + sin(z)).

Exercice 2386

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = In (1 + 2?) — z.
1. Montrer que la fonction f est bijective.

2. Déterminer le DL4(0) de f~1.
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SERIES

1 Séries a termes positifs (ou de signe constant)
1.1 Calculs de sommes
Exercice 2387

Mines-Ponts PSI 2017
Montrer la convergence puis calculer la somme de la série

n>1 ﬁ
Exercice 2388
CCP MP 2013
) L. n? +3n
Montrer la convergence puis calculer la somme de la série ) on "
n>1

Exercice 2389
Mines-Ponts PC 2018

400 13 3n
Calculer Y mt .
n=0 n!

Exercice 2390
Putnam 2001
Pour tout n € N, on note (n) l'entier le plus proche de v/n.

Calculer
IX 9 L 9-(n)

Z 27L

n=1

Exercice 2391

Putnam 198/
67’L

Montrer la convergence puis calculer la somme de la série Y

a1 (37 —2m) (3t — 2nt)

Exercice 2392

. . 2"
Montrer la convergence puis calculer la somme de la série Y ————.
n>0 3271 1 + 1

Exercice 2393
TPE MP 2005

. . 1
Montrer la convergence puis calculer la somme de la série ) ——1—.
n>1 17+ 3n
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Exercice 2394 o+ 1
Montrer la convergence puis calculer la somme de la série %
n>1 n (n + 1)

Exercice 2395

n
Montrer 1 is calculer 1 de la séri .
ontrer la convergence puis calculer la somme de la série né:l Gn—12@n + 172

Exercice 2396
n—vn2—1

Montrer la convergence puis calculer la somme de la série

w1 A/nn+1)

Exercice 2397

. . 1
Montrer la convergence puis calculer la somme de la série Y o1
n>1 n= —

Exercice 2398

. , 3n? +1
Montrer la convergence puis calculer la somme de la série ) ————.
n>2 (N3 —n)

Exercice 2399

5 1
S
Montrer la convergence puis calculer la somme de la série > T
n>1 ’I'L4 + =
4

Exercice 2400

. . 1
Montrer la convergence puis calculer la somme de la série Y

w1 (Vr+ Vo) ynn+1)

Exercice 2401

1
Montrer la convergence puis calculer la somme de la série Y, ——.

Exercice 2402

Putnam 1977 .

Soit = €]0; 1[. Montrer la convergence puis calculer la somme de la série > fw
n>0 1l —T
Exercice 2403
CCP PSI 2007. Navale PC 2021
vn+1| —|/n
Soit a € R et, pour tout n € N*, u,, = { Ja L\fJ
n

1. Etudier la nature de la série de terme général u,,.
2. Calculer la somme de la série pour o = 1.
Exercice 2404 n
Montrer la convergence puis calculer la somme de la série Y ——.

asant+n?+1
Exercice 2405 3 9
Montrer la convergence puis calculer la somme de la série > #

n>1 10 +3n? +2n
Exercice 2406 5 1
Montrer la convergence puis calculer la somme de la série ) 3717

ns3 NP —4n
Exercice 2407

n?+9n+5

—+oo
Montrer la convergence puis calculer la somme de la série Y

Zon+1)(2n+3)2n+5)(n+4)
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Exercice 2408

1
Soit m € N*. Montrer la convergence puis calculer la somme de la série >

71>1n(n+1)(n+m)

Exercice 2409
CCP PC 2009 1

Pour tout (n,p) € N2, on pose u,, = @.
n
1. Montrer que, si p =0 ou p = 1, alors la série de terme général u,, diverge.

n
On suppose dans la suite que p > 2 et, pour tout n € N*, on pose S, = > uy.
k=1
1. Montrer que:
VYne N, (n+p+ Duptr = (n+ Duy,.

En déduire que:
1

VneN", S,=——(1—-(n+1u,).
p—1
2. Pour tout n € N*, on pose v, = (n + 1)uy,.
Montrer que la suite (vy,)pen+ est décroissante.
En déduire que la série de terme général u,, converge.

3. Déterminer la somme de la série de terme général u,,.

Exercice 2410

n
Montrer la convergence puis calculer la somme de la série .
& P n§13><5><---><(2n+1)

Exercice 2411
Mines-Ponts PC 2019

1 1 2
Montrer la convergence puis calculer la somme de la série Y ( )

J’_ -
nse\vVn—1 +vn+1 +/n

Exercice 2412 )
Montrer la convergence puis calculer la somme de la série Y

Sinvn+ 2+ (n+2)vn

Exercice 2413

n—1)!
Montrer la convergence puis calculer la somme de la série ( )

ns1 (L+ V1) (1+ )
Exercice 2414
ENSEA MP 2014. IMT PC 2021

1
Montrer la convergence puis calculer la somme de la série Y, Arctan <nQ—|—n+1>

n>0

Exercice 2415
FEIVP PC 2017 TPE PC 2019

+oo
Montrer la convergence puis calculer la somme de la série Y Arctan | ——— .
n=0 n2+3n+3

Exercice 2416
Mines-Ponts PC 2021

+oo 3
Montrer la convergence puis calculer la somme de la série > Arctan | ———— |.
n=0 n2+3n+1
. 3 3—
Indication. — Ecrire —————— sous la forme u
n?+3n+1 1+n(n+3)

Exercice 2417

. . 2
Montrer la convergence puis calculer la somme de la série Y, Arctan <2 .
n>1 n
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Exercice 2418

a
th ()

Soit a € R*. Montrer la convergence puis calculer la somme de la série > TQW

n>=0
Exercice 2419

1
Montrer la convergence puis calculer la somme de la série Y In (1 — 2).

n

n>2

Exercice 2420
IMT PSI 2016

2
Montrer la convergence puis calculer la somme de la série Y In (1 + )
n>1 TL(?’Z + 3)

siGors))

Exercice 2421

Exercice 2422 )
a
Soit a € R\ 7Z. Montrer que la série . — tan (—) converge et calculer sa somme.
n>1 2n 2m

Exercice 2423

. L. 1 - a
Soit a € R. Montrer que la série 3 37! sin® (37) converge et calculer sa somme.
n>1

Exercice 2424

Soit a € -33 [ Moutrer la convergence puis calculer la somme de la série > In (2 cos (%) — 1).

n=>0

Exercice 2425

a
Soit a € O,g . Montrer la convergence puis calculer la somme de la série > In (cos (27)>
n=0

Exercice 2426

HEC ECS FEzxercice sans préparation 2014. Mines-Ponts PC 2014. CCP MP 2015. IMT MP 2021
Soit (a,b) € R2. Pour tout n € N*, on pose u,, = In(n) +aln(n + 1) + bln(n + 2).

1. Déterminer les réels a et b pour que la série de terme général u,, soit convergente.

2. Calculer alors sa somme.

Exercice 2427

Mines-Ponts PSI 2021. Mines-Ponts PC 2016. IMT PSI 2016. TPE PC 2013

Soit (a,b) € R2. Pour tout n € N, on pose u, = /n + ay/n+ 1+ by/n + 2.

1. Déterminer les réels a et b pour que la série de terme général u,, soit convergente.
2. Calculer alors sa somme.

Exercice 2428
X MP 2007. Centrale MP 2005

1
Montrer la convergence puis calculer la somme de la série .
g p ngo (4n +1)(4n + 3)

Exercice 2429
CCP MP 2005

1
Montrer la convergence puis calculer la somme de la série _.
gence 22+ 1)
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Exercice 2430

Mines-Ponts PSI 2017 1
Montrer la convergence puis calculer la somme de la série —_—
versenee b 2;%(4n—%2)2”

Exercice 2431
X - ESPCI PC 2014. Centrale PC 201/

1
Montrer la convergence puis calculer la somme de la série .
sence p %%@n+@@n+n

Exercice 2432
EIVP MP 2016

Montrer la convergence puis calculer la somme de la série T ——
gence b EO (n+1)(2n+1)

Exercice 2433
Mines-Ponts MP 2016

n
n—3 LiJ
Montrer la convergence puis calculer la somme de la série Y — L34
n>=1 TL(TL + 1)

Exercice 2434
Mines-Ponts MP 2013

1
Montrer la convergence puis calculer la somme de la série ) ————.
n>1T (477’ - 1)

Exercice 2435
Mines-Ponts MP 2017

n
Pour tout n € N*, on pose H, = >
k=1

T =

Hy,
nn+1)(n+2)(n+3)

Montrer la convergence puis calculer la somme de la série de terme général

Exercice 2436
X MP 2005

In+1l 4dn+2 4dn+3  dn+4

1 3 1 1
Montrer la convergence puis calculer la somme de la série > < + + )

n=0

Exercice 2437

1
Montrer la convergence puis calculer la somme de la série .
gence p E%@n+”@n+%@n+@@n+@

Exercice 2438
X MP 2021. CCP PSI 2014. IMT PC 2021

1
Montrer la convergence puis calculer la somme de la série ) .
o1 12+224 - 4 n?

Exercice 2439 ) )
Montrer la convergence puis calculer la somme de la série Y <n In <1 + > - (1 - >>
n

n>1 2n

Exercice 2440
Mines-Ponts PC 2021

4 3
n*+2n° —2n—1
Montrer la convergence puis calculer la somme de la série Y nln i .
"2 nt 4+ 2n3

Exercice 2441
X MP 2018
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noo1
1. Pour n € N*, on pose u, =2y/n— Y T
k=1
Montrer que la suite (u,)nen+ converge vers un réel £ positif.
+o0 1

2. Exprimer /£ en fonction de

it/ (Vi Vi)

3.

3. Montrer que:
S~ (1

é:(1+ﬁ)27

n=1

Exercice 2442
Soit € R et (up)nen+ la suite définie par u; = 1 et, pour tout n € N*, u,, 1 = 2" + nu,.

Montrer que:
+o0 o
H <1 — ) =e "

Exercice 2443

Soit (F,,)nen la suite de Fibonacci définie par Fy =0, F; = 1 et, pour tout n € N*, F, 11 = F,, + Fj,_1.
F,

1. Montrer que la convergence puis calculer la somme de la série » ol
n>1 FnFn+2

. . 1
2. Montrer que la convergence puis calculer la somme de la série > ————.
n>1 FnFn+2

1
3. Montrer la convergence puis calculer la somme de la série Y Arctan <F)
n>1 2n

4. Montrer la convergence puis calculer la somme de la série ) .
n>0 427
Indication. — Appliquer la formule d’Ocagne :

V(m,n) S NQ, n 2 m, FnFm—i-l - Fan+1 = (_l)an—m-

Exercice 2444

X - ESPCI PC 2015

Soit (un)nen la suite définie par up € R et, pour tout n € N, w11 = (n+ Du, — (n+ 2).
Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur ug pour que la suite (u,)nen soit bornée.

Exercice 2445
Mines-Ponts MP 2014
Soit (un)nen la suite définie par up = 0, u; = 1 et:

Up + (N4 Dupsr

Vn € N, =
" Un+t2 n -+ 2

Déterminer la limite de la suite (uy,)nen-

Exercice 2446
Soit (un)nen la suite définie par ug > 1 et, pour tout n € N, u, 11 = u2 — uy, + 1.

Montrer que la série Y — converge et calculer sa somme.
n>0 Un

Exercice 2447
CCINP PC 2019 s
Soit (Sk)ken la suite de R[X] définie par Sy = 1 et, pour tout k € N*, S, = [[ (X —4).
i=0
1. a) Calculer Sy, Ss et Ss. Quel est le degré de S, 7
b) Montrer que, pour tout m € N, la famille (Sp,S1,...,5,) est une base de R,,[X].
c¢) Calculer Si(n) pour (k,n) € N2.
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2. Soit P € R,,,[X]. On pose P(X) = > arSk(X).
k=0

a) Montrer que:

P(n) <~
> N
vn > m, n! ];) (n—k)!

P(n
b) Montrer que la série } 5 —
n>0 n.

converge et exprimer sa somme en fonction des ay,.

S D 1
¢) Montrer la convergence de la série n(n—1) '(n p+1)
n>0 n.

pour p > 2 et calculer sa somme.
Exercice 2448

ESCP 2011

Soit @ un nombre réel tel que a > 2 et (ay)nen+ la suite définie par:

ar = a
Vn € N*, anH:a%—Q

1. Quelle est la nature de la suite (an)nen+?
2. a) Montrer, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, 'égalité suivante:

2 _ 22 2 2

a, —4=ajay---a,_; (a1 —4).

. . . . an

b) Déterminer, en fonction de a, lim ———.

n—=+00 a1a2 * Ap—1
ak Gkt

aiaz---ag—1 G102 - --0ag

. . . e 1

b) En déduire, en fonction de a, l'existence et la valeur de: Y, ————.
=y arag - ag

3. a) Simplifier, pour k supérieur ou égal a 2:

Exercice 2449
etn —1
Soit (un)nen la suite définie par ug € R et, pour tout n € N, u, 41 =1In ( )

Un
n
Pour tout n € N, on pose v, = [] uk.
k=0
Montrer que la série Y v, converge et déterminer sa somme.

n=0

Exercice 2450
Centrale PC 2011
Pour n € N* et k € N, k > 2, on note S(n) le nombre de chiffres dans la représentation de n en base k.

S
Montrer que la série g A converge et calculer sa somme
n(n+1)
n=1
a) pour k = 10;
b) pour k = 2.

Exercice 2451 - Calcul de ¢(2)
1. Déterminer (a,b) € R? tel que:
T 1
Vn € N*, / (at + bt?) cos(nt)dt = 3
0

2. Montrer que:

. ((2n + 1)t>
n 11 72
Vn € N*, vVt €]0,7], Zcos(kt) = < -
k=1

1

. .

2 sin <> 2
2

)\EIEOO ; p(t) sin(At)dt = 0.

3. a) Soit ¢ € C1([0,7],R). Montrer que:
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b) En déduire que:

==
—n 6

Exercice 2452 - Calcul de ¢(2)
ENS PSI 2017. Mines-Ponts MP 2019. Mines-Ponts PC 2021

1. Montrer que, pour tout n € N, il existe P,, € R[X], unique, tel que:

sin((2n + 1)t)

YVt S :|07g |:, Pn (cotan2 (t)) = sin2n+1(t)

2. Pour tout n € N*, déterminer les racines de P,, puis calculer leur somme.
3. Montrer que:

1
vt € ]O,g[, cotan?(t) < 2 < 1+ cotan?(t).
+oo 1
4. En déduire la valeur de ¢(2) = —-
n=1M

Exercice 2453 - Calcul de ¢(2)
X MP 2017

3
1. Pour tout n € N, calculer W,, = / cos®™ (t)dt.
0

2. Montrer que:

= 1 2 3 2 2p
Vp € N, Z = t* cos“P(t)dt.
n=p+1 P J0

3. En déduire la valeur de ¢(2) = >

n=1 E
1.2 Etude de la convergence

Exercice 2454

Soit (tn)nens (Un)nen €t (wy)nen trois suites réelles telles que les séries > u, et > w, convergent et :
n>0 n=0

VneN, u, <v, <w,.

Montrer que la série Y v, converge.
n>=0

Exercice 2455

Soit (an)nen une suite réelle positive, croissante et divergeant vers +oo.

Existe-t-il des suites positives (b, )nen €t (¢n)nen telles que b, < ay,c, pour tout n € N et que la série de terme général
b, diverge tandis que la série de terme général c,, converge?

Exercice 2456
Montrer que, si, parmi deux séries a termes strictement positifs, I'une au moins est divergente, alors leur produit de
Cauchy diverge.

Exercice 2457

. : 1 .
Montrer que la série harmonique > — diverge.
n>1 n

Exercice 2458
Déterminer la nature de la série de terme général

1
Vnl’
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Exercice 2459

. . n!
Déterminer la nature de la série de terme général u,, =

nn’

Exercice 2460 )
Déterminer la nature de la série de terme général n= (%),

Exercice 2461

1 1
Déterminer la nature de la série de terme général — In (1 + >

vn vn

Exercice 2462

1 n—1
Déterminer la nature de la série de terme général u, = — +1n ( )
n n

Exercice 2463
Déterminer la nature de la série de terme général

o
nln(n)

Exercice 2464
X - ESPCI PC 2013
Soit x € R. Etudier la nature de la série de terme général zw — 1.

Exercice 2465
TPE PSI 2010

Soit (un)nen une suite de réels positifs et (v, )nen+ la suite définie par v, =

Upe™ "

n2

Déterminer la nature de la série de terme général v,,.

Exercice 2466 )

Soit o € R, . Etudier la nature de la série de terme général cos (a> —1.
n

Exercice 2467
CCP MP 2005

NCEY R

Déterminer la nature de la série de terme général

Exercice 2468
IMT PC 2019

n
Soit o € R% et, pour n € N*, S, = >~ k“.
k=1

. 1
Etudier la nature de la série ) —.
n=1+~n

Exercice 2469
Telecom MP 2014

Déterminer la nature de la série de terme général u,, =

1
5 In(k)
k=2

Exercice 2470
IMT PC 2018
1 1
Déterminer la nature de la série de terme général cos () —ch ()
n n

Exercice 2471
CCP PSI 2013

1
Déterminer la nature de la série de terme général n»? — 1.
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Exercice 2472
Déterminer la nature de la série de terme général exp (— ln(n)>.

Exercice 2473
Mines-Ponts MP 2021

1
Déterminer la nature de la série de terme général —————.
(1n<n))1n(n)

Exercice 2474
Mines-Ponts MP 2021

1
Déterminer la nature de la série de terme général

(1n(n))ln(ln(n)) :

Exercice 2475
In(In(n))\ ™"
In(n) '

Déterminer la nature de la série de terme général (

Exercice 2476

X - ESPCI PC 2015. Mines-Ponts PSI 2016. )
In(n+1)\"
In(n) '

Déterminer la limite de la suite (up),>2 puis la nature de la série de terme général

Soit (up)n>2 la suite définie par u,, =

Up — 1

Exercice 2477
vn+l—+/n

n

Déterminer la nature de la série de terme général u,, =

Exercice 2478
Déterminer la nature de la série de terme général u,, = vnZ +n+1—+vn? +n — 1.

Exercice 2479
PSI 2018

1
Déterminer la nature de la série de terme général — ((n +1)
n

ol

')
—n3 ).
Exercice 2480

Déterminer la nature de la série de terme général u,, = /n+1— ¥/n.

Exercice 2481
ESCP 2008 - Question courte

1 2n 2 n
PourneN*,onposeun:<1+> —<1+) .
n n

Déterminer la nature de la série de terme général u,,.

Exercice 2482 .

Pour tout n € N*; on pose u,, = [] (2 - 3%).
k=1
Etudier la convergence de la suite (ty, )nen--

Exercice 2483
CCINP PC 2019

1
sh < >
Déterminer la nature de la série de terme général u,, = In i
Exercice 2484

“(3)
sin [ —
n
Mines-Ponts PSI 2013
Déterminer la nature de la série de terme général Argch(n) — Argsh(n).
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Exercice 2485
n+1

Déterminer la nature de la série de terme général Argch ()
n

Exercice 2486
Mines-Ponts PSI 2019

1 Sh(%)
Pour n € N*, soit u,, = (ch () — 1) .
n

1. Déterminer la limite de u,, quand n tend vers +oc.
2. Déterminer la nature de la série de terme général u,, — 1.

Exercice 2487
Mines-Ponts MP 2014

/ 1
Déterminer la nature de la série de terme général Arccos ( 1-— ) .
n

Exercice 2488
Mines-Ponts PC 2017

B 1 1 1
Soit (a,b) € R2. Etudier la nature de la série de terme général sin () + atan () +bln (n + )

n n n—1

Exercice 2489
PSI 2018

. 1
Soit a € R. Etudier la nature de la série de terme général n® <1 — cos (> )
n

Exercice 2490
Mines-Ponts PC 2017

nln(n)
Soit o € R. Etudier la nature de la série de terme général ( Z ) .
n+a

Exercice 2491
CCP PC 2010

Soit (a,b) € R2. Etudier la nature de la série de terme général u,, =

a’ﬂ

140

Exercice 2492 )
Soit (a,b,c) € (Rj_)g. Etudier la nature de la série de terme général u,, = an — 3 (b% + c%).

Exercice 2493

Déterminer les polynomes P € R[X] tels que la série de terme général u,, = v/n? + 3n2 — ¢/P(n) converge.

Exercice 2494
ENSEA MP 2017
Soit (a,b,c) € R3. Etudier la nature de la série de terme général u,, = vVn2 +n + 1 — V/n3 +an? + bn + c.

Exercice 2495

Mines-Ponts MP 2013
nln(n)

(In(n))""

Déterminer la nature de la série de terme général

Exercice 2496
X - ESPCI PC 2013 )

Soit f € C3([—1;1],R). Montrer que la série de terme général n <f () —f (_n)> —2f'(0) converge.

Exercice 2497
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Centrale PC 2008 N 1
Déterminer la nature de la série de terme général kX::O m

Exercice 2498
Mines-Ponts PC 2017 )
- n— 1
Soit a € R. Etudier la nature de la série de terme général u,, = kgl m

Exercice 2499
Soit o € Ry. Etudier la nature de la série de terme général Arctan(n + «) — Arctan(n).

Exercice 2500
Centrale PC 2008 T
Soit a € R. Etudier la nature de la série de terme général (§> — (Arctan(n))®.

Exercice 2501
Mines-Ponts PC 2018

n n
1. Soit n € N* et (aq,...,a,) € [0;1]™. Comparer Y Arccos(ay) et Arccos (H ak>.
k=1 k=1
2. Soit (an)nen+ une suite croissante de réels strictement positifs divergeant vers +oo.

Déterminer la nature de la série de terme général Arccos

Ak+1

Exercice 2502
Mines-Ponts PC 2018

nl n x
Soit z € R et, pour tout n € N*, u,, = o k]:[1 In (1 + %)

1. Déterminer la nature de la série > (In(up41) — In(uy,)).
n>1

2. En déduire que la suite (uy,)nen converge et déterminer sa limite.
3. Etudier la nature de la série de terme général u,,.

Exercice 2503
Mines-Ponts PC 2019. IMT MP 2018

Soit € R et a € RY. Etudier la nature de la série de terme général u,, =

na

-
a ] (1+a*)
k=1

Exercice 2504
Mines-Ponts PC 2018. ESCP 1999

Soit @ un nombre réel positif ou nul. On considére la série de terme général u,, =

n
k=1
le produit x1xo - - - x4,

1. On suppose que a € [0;1]. Montrer que la série de terme général u,, est divergente.
2. On suppose que a > 1 et on note S,,_1 = uy +ug +--- + up_1, pour n > 2.

a) Etablir la relation:
1 n+a

- —Up.
a—1 a—-1"
b) Montrer que la série de terme général u,, est convergente.

—+oo
c) Calculer > uy,.

n=1

vn 2 27 STL—I =

Exercice 2505
Mines-Ponts MP 2021

2n
dt
Soit a € R% . Déterminer la nature de la série de terme général / T
n

I (k+a)

(n>1),ou [] zx désigne
k=1

Baptiste GORIN



XXIV SERIES 305

—nt

Exercice 2506
e

“+o0
Etudier la nature de la suite et de la série de terme général / dt
0

1+eft+_,_+efnt '

Exercice 2507
Mines-Ponts PC 2013 )
t

—+oo
Pour tout n € N*, on pose I,, = / —dt.
P o (L4t

1. Déterminer une relation de récurrence entre I,, et I, 4.
2. Déterminer la nature de la série de terme général I,,.

Exercice 2508
CCP PC 2005
Soit (un)nen+ une suite & termes réels positifs telle que la série Y u,, converge.

n>1
Vu
Montrer que la série Y. Y—" converge.
n>1 n
Exercice 2509
CCP PC 2005
Soit (un)nen une suite & termes réels strictement positifs telle que la série > w, converge.

n=1

PR
Montrer que la série Y e un converge.
n=0

Exercice 2510
Mines-Ponts PC 2017

Soit (un)nen et (vn)nen deux suites a valeurs positives telles que les séries > u, et > v, convergent.
n=0 n>=0

Montrer que la série Y \/u,v, converge.
n>=0

Exercice 2511
Mines-Ponts MP 2013. Mines-Ponts PC 2016
Soit (un)nen une suite & valeurs strictement positives.
1. On suppose que la série > u, converge.
n=0
Montrer que la série Y \/untn,11 converge.
n>=0

La propriété réciproque est-elle vraie?

2. Soit p € N, p > 2. On suppose que la série > u, converge.
n=0

p—1
Montrer que la série Y ¢/ ] wntr converge.
n>0 \ k=0

Exercice 2512
Centrale 2001

Soit (u,)nen une suite réelle & termes positifs.
. u A
Montrer que les séries > wu, et > sont de méme nature.

n=0 n=0 + un

Exercice 2513

X MP 2021

Soit (up)nen une suite réelle décroissante a valeurs strictement positives. On suppose que ug = 1 et que la série de
2

n

terme général converge.
un+1
Montrer que:
+o00 2
un+1

n=0
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Exercice 2514

ENS MP 2019

Soit (un)nen et (vn)nen deux suites a valeurs positives. On suppose que la série de terme général v, converge et que,
pour tout n € N, w41 < Uy + vy

Montrer que la suite (u,)nen converge.

Exercice 2515
X MP 2015. X - ESPCI PC 2016. Mines-Ponts MP 2005

Soit > w, une série convergente a termes positifs.
n=0

1. Montrer que, si la suite (u,)nen est décroissante, alors lirf nu, = 0.
n—-+0oo

2. La conclusion subsiste-t-elle si la suite n’est pas décroissante?
3. Les séries de termes généraux u,, et nu2 sont-elles de méme nature?

Exercice 2516

X MP 2005. Mines-Ponts PC 2017.

Soit (uy,)nen une suite de réels positifs convergeant vers 0 et telle que la suite (Z g — nun> soit bornée.
k=0 neN

Montrer que la série Y w, converge.
n=0

Exercice 2517
ENS PSI 2017. X PC 2005. Centrale MP 2019
Soit (un)nen une suite & termes réels positifs.

1. On suppose que:

lim u,S, =1
n—-+oo

o, pour tout n € N, S, est la somme partielle d’indice n de la série de terme général wu,,.

a) Montrer que la série de terme général u,, diverge puis que la suite (u,)nen converge vers 0.
b) Déterminer un équivalent de w,.

n
¢) Réciproquement, montrer que, si une suite (v, )nen est telle que v,, ~ , alors liT Up > Up = 1.
— 100
k=0

1
V2n n
2. Généralisation
Soit a € R% .. On suppose que:

n
lim wu E ud =1.
n—+oo " n
k=0
Déterminer un équivalent de u,,.

Exercice 2518
Mines-Ponts PC 2016
Soit (un)nen une suite de réels positifs.

Un
Montrer que la série
Z T uw) (1)

converge et calculer sa somme.

Exercice 2519
X MP 2005

Soit (un)nen une suite & valeurs strictement positives et strictement croissante.
|-

L. unJr U, . N
Montrer que la série . ———— et la suite (uy,)nen sont de méme nature.
n=0 Un,

Exercice 2520
X - ESPCI PC 2016

Soit (un)nen une suite a valeurs strictement positives et strictement croissante.
L. Up — Un—1
Montrer que la série Y, ———

et la suite (uy,)nen sont de méme nature.
n>1 Un
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Exercice 2521
ENSEA MP 2014
Soit (u,)nen une suite décroissante de réels convergeant vers 0.

Montrer que les séries > uy, et Y n(up—1 —uy,) sont de méme nature. En cas de convergence, comparer leurs sommes.
n=0 n>1

Exercice 2522
Soit (uy,)nen+ une suite a termes réels strictement positifs. On suppose qu'’il existe a €]0; 1] tel que:

1 1
VneN wup <1-——.
n()’

Montrer que la série Y w, converge.
nz1

Exercice 2523 - Régle de Raabe-Duhamel
Soit (un)nen une suite & valeurs strictement positives. On suppose qu’il existe a € R tel que:

n 1
u+1:1_04+0(>.
Up, n n

e si a > 1, alors la série de terme général u,, converge;

Montrer que:

e si o < 1, alors la série de terme général u,, diverge.

Exercice 2524 - Régle de Gauss
X MP 2017. Mines-Ponts PSI 2019. Mines-Ponts PC 2021
Soit (un)nen une suite réelle & valeurs strictement positives. On suppose qu’il existe (a,3) € R? tel que:

n 1
le—a—i—O(nﬁ) avec 5 > 1.

Un n

Montrer que la série de terme général u,, converge si, et seulement si, a > 1.

Exercice 2525 )
Soit (a,3) € (R%)". Etudier la nature de la série de terme général

ala+1)(a+2)---(a+n—-1)
FB+DB+2)-(B+n—1)

Up =

Exercice 2526
Mines-Ponts MP 2017

Existe-t-il une suite (uy,)nen- & valeurs réelles strictement positives telle que In(uy,) ~ —In(n) et > wu, converge?
n>1

Exercice 2527
X - ESPCI PC 2017
Soit (un)nen une suite réelle. On suppose qu’il existe o € R% tel que u,, ~ aln(n).

1. Montrer que la série de terme général e~ %" converge si a > 1, diverge si o < 1.
2. Montrer que ’on ne peut pas conclure si a = 1.

Exercice 2528
Mines-Ponts MP 2005
Soit v € R% et (un)nen une suite de réels strictement positifs telle que :

1 1 (1)
Up =1——+o|—|.
n« ne

Etudier la convergence de la série de terme général wu,,.
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Exercice 2529
Soit (an)nen une suite a termes réels strictement positifs et (by, )nen une suite réelle. On suppose la série > a,, converge
n=0
1
etque b, =140 ——|.
In(n)

Etudier la nature de la série de terme général ab.

Exercice 2530

Soit (uy,)nen une suite & termes réels positifs telle que la série Y wu, converge. Pour tout n € N, on pose v,, = sup uy.
n=1 k=>2n
La série Y v, est-elle convergente?
n=0

Exercice 2531

Soit (u,)nen+ une suite de réels strictement positifs telle que la série Y u,, converge.
n>1

-1
n
Montrer que la série de terme général v,, = <Z uk1> converge.
k=1

Exercice 2532

1
Soit (tn)nen une suite a valeurs dans ] 2,1[ et (vn)nen la suite définie par:
U +v
Vo = Ug et VYneN, v,11= Al T
1+ upy1vn

Etudier la nature de la série de terme général 1 — v,,.

Exercice 2533
1. Soit (up)nen+ une suite a termes réels positifs et (v, )nen+ la suite définie par:

1 n
Vn e N*, v, =——— kuy.
neN", v n(n+1); g,

Montrer que les séries > u, et Y v, sont de méme nature et, qu’en cas de convergence, elles ont la méme somme.
n>1 n=1

2. Soit ) w, une série convergente a termes réels positifs.
n>1

3=

(nlujug -+ up)

Montrer que la série converge et que:

n>1 n+1
+o0 | 1 00
(nlugug -+ up)»
5 )t 55,
n=1 n+ n=1

Exercice 2534
HEC ECS - Ezercice sans préparation 2015
Soit (un)nen une suite convergente a termes strictement positifs et de limite nulle.

n Un+1
On pose pour tout n € N: S, = >~ uy et v, =
k=0 Sn
1. Etudier la nature de la série >_ v, en fonction de la nature de la série > u,,.
n=0 n>=0

1
2. Quel résultat obtient-on dans le cas u, = —7?
n

Exercice 2535
X MP 2013

Soit (un)nen une suite a termes strictement positifs.

n u
On pose pour tout n € N: S,, = 3 uy et v, = —
#=0 S

Montrer que les séries de termes généraux u,, et v, sont de méme nature.
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Exercice 2536

Soit (un)nen une suite décroissante de réels positifs telle que la série > w, converge et (v,)nen une suite bornée de
n>=0
réels positifs.

Montrer que la série Y (v1 +vo + -+ + vy) (Up—1 — up) converge.
nz1

Exercice 2537
Mines-Ponts PC 2015 a

Soit (an)nen une suite de réels positifs et (w,)nen la suite définie par ug € R et, pour tout n € N, upq1 = up + —.
n
Montrer que la suite (uy,)nen converge si, et seulement si, la série Y a, converge.
n>0

Exercice 2538 - Critére de condensation de Cauchy
Soit (un)nen une suite positive décroissante convergeant vers 0.

1. Soit « € [1, + oo[ et (pn)nen une suite d’entiers strictement croissante telle que:

Vn S N*a Pn+1 — Pn < a(pn _pn—l)'

Montrer que les séries Y wup, et Y. (Pn — Pn—1)Up, sont de méme nature.

n=0 n>1
2. En déduire que, si p €]1, 4 ool, alors les séries > u, et > p"up» sont de méme nature.
n>0 n>0
3. Donner un exemple de suite d’entiers (u,)nen positive décroissante convergeant vers 0 telle que la série . wu,
n=0
diverge et pour laquelle il existe une suite d’entiers (p,)nen Strictement croissante telle que > (pn — Pr—1)Un

n>1
converge.

4. En appliquant le critére de condensation de Cauchy, retrouver la régle de convergence de la série de Riemann —
n>1T

et de la série de Bertrand _
Z, nn(m)

Exercice 2539
Soit (U, )nen une suite a termes réels positifs et f € C?(R) telle que f(0) = 0.

Montrer que, si les séries > u, et Y. u2 convergent, alors la série > f(u,) converge.
n=0 n>=>0 n=>0

Exercice 2540

TPE PC 2005 .

Soit (an)nen une suite de réels positifs et (u,)nen la suite définie par ug € }0,5[ et, pour tout n € N, u,4; =
Arctan(a, + tan(u,)).

1. Montrer que la suite (u,),en converge.

. . . . 7T
2. Montrer la série Y a, converge si, et seulement si, lim wu, < —.
n>0 n—+o0 2

Exercice 2541

Soit > w, une série & termes réels positifs et (v, )nen la suite définie par:
n>=0

1

YvneN, v,=-—-——.
"1+ n2u,

Discuter la nature de la série _ v,.
n=0

Exercice 2542
Mines-Ponts PC 2007

1
Soit (un)nen une suite a valeurs positives et (v, )nen la suite définie par v, =

14 n2u,
Montrer que, si la série Y v, converge, alors la série > u, diverge.
n>=0 n>=0

Baptiste GORIN



XXIV SERIES 310

Exercice 2543
CCINP PSI 2021
Soit (un)nen une suite & termes positifs et (vy,)nen la suite définie par vy € Ry et:

1
Vn €N, vn+1:§(vn+ v%—i—u%).

1. Montrer que:

VneN, v,y —v, < §un
2. Montrer que, si la série > wu, converge, alors la suite (v, )nen converge.
n=0
3. Montrer que la réciproque est fausse.
Indication. — Considérer v,, =
n+1

Exercice 2544
X - ESPCI PC 2014. Mines-Ponts PC 2018. IMT PC 2019
Soit (un)nen une suite & termes positifs et (v, )nen la suite définie par vg =1 et :

1
VneN, v, = 3 (vn + /v —|—un) .

Montrer que la suite (v, )nen converge si, et seulement si, la série de terme général u,, converge.

Exercice 2545

Mines-Ponts PC 2021

Soit (t,)nen une suite réelle strictement positive et (v, )nen la suite définie par (vg,v1) € (Ri)Q et, pour tout n € N*,
Un+1 = Up + UpUp—1.

Montrer que la suite (v, )nen converge si, et seulement si, la série > wu,, converge.
n=0

Exercice 2546
Soit (tn)nen et (Vn)nen les suites définies par (ug,vp) € R?, ug < vg et:

4 Un = tn
Un+1 = Un T 5 5
Vn €N, vgf‘_ﬁi

Untl = T o o

1. Montrer que les suites (un)nen €t (Un)nen sont adjacentes.
2. Déterminer leur limite commune.

Exercice 2547
X MP 2007
Soit (tn)nen et (vn)nen deux suites réelles définies par ug € R%, vg € R et les relations de récurrence:

1

Up4+1 = Un + —

Vn € N, 11”
Un+4+1 = Un + —

n

Montrer que les suites (up)nen €t (vUn)nen divergent vers +oo.

Exercice 2548
CCP PC 2014. IMT PSI 2016
Uy + qu

Soit (un)nen la suite définie par ug €]0; 1] et, pour tout n € N, w,11 = 5

Montrer que la série de terme général u,, converge.

Exercice 2549

X PC 2020. Mines-Ponts MP 2018. Mines-Ponts PC 2019

Soit f € CYHR,R) telle que f(0) = 1 et, pour tout x € R, f(z) > 0 et f'(z) < 0. Soit (un)nen la suite définie par
up € R et, pour tout n € N, up 1 = up f(up).
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1. Etudier la convergence de la suite (u,)nen-
2. Etudier la convergence de la série de terme général u,,.

Exercice 2550
CCP PSI 2016

Soit (un)nen la suite définie par ug € R et, pour tout n € N, u, e+ = %un
1. Montrer que la suite (uy,)nen est bien définie et qu’elle est unique.

2. Montrer que la suite (u,)nen converge et déterminer sa limite.

3. Montrer que la série de terme général u,, converge.

c
4. En considérant la série de terme général In (2”+1un+1) — In (2"u, ), montrer qu'il existe ¢ € R% tel que u, ~ —.

Exercice 2551
X-ESPCI PC 2015

Soit (un)n>0 la suite définie par up € R et, pour n € N, up41 = (n+ u, — (n+ 2).
Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur ug pour que cette suite soit bornée.

Exercice 2552

IMT PC 2021
Un+1 n+1

2”

Soit (un)nen une suite définie par ug € R% et, pour tout n € N, = 3 Pour tout n € N, on pose v,, = n?u,,.

Unp, n

v
1. Donner la nature de la série de terme général In ( ntl >
Un
2. En déduire la nature de la série de terme général u,,.

Exercice 2553

X MP 2017. Mines-Ponts MP 2005. Centrale MP 2005. Centrale PSI 2017. Centrale PC 2008. CCP MP 2017

Soit (a,b) € (]Rj_)2 et (un)nen une suite de réels telle que ug € R et :

n-+a
Un,
n+b

VneN, upy =

1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur (a,b) pour que la série > w, converge.

n=0

2. La condition de la question précédente étant satisfaite, calculer la somme de la série Y u,.

Exercice 2554
Soit (un)nen la suite définie par ug € R et, pour tout n € N, u, 41 = upe™"".
Déterminer la nature de la série de terme général u,,.

Exercice 2555
TPE PSI 2017. CCP PSI 2018. TPE PC 2019
Soit (un)nen la suite définie par ug € O et, pour tout n € N, w,41 = sin(uy,).
1. Montrer que la suite (uy)nen converge et déterminer sa limite.
2. En considérant u, 11 — u,, montrer que la série > uf’L converge.
n>0

© 1. un+1 L. .
3. En considérant In ( , montrer que la série Y u? diverge.
n n=0

Exercice 2556
X - ESPCI PC 2008

n
1. Montrer la convergence de la suite (uy,)nen« définie par u, = In(n) — 3
1

M: | =
)
a-\»—'

k=
2. Montrer la convergence de la suite (vy,)nen+ définie par v, =n + In(n) —

~
Il
—
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Exercice 2557
Mines-Ponts PC 2017
Soit (un)nen la suite définie par ug € R et, pour tout n € N, w41 = uy, + u%
1. Etudier la convergence de la suite (u,)nen-

On suppose dans la suite de 'exercice que ug € R% .

2. Montrer que 11 ~ u.
In(uy,)

3. Montrer que la suite < > converge vers un réel /.
neN

4. Montrer que:

VvneN, 0</{—

1
5. Déterminer la nature de la série de terme général —.
Unp

6. Montrer que la série de terme général converge et déterminer sa somme.

Un

Exercice 2558
Soit (un)nen+ la suite définie par u; = 2 et:

/ U
Yn € N*, Upi1 = un + 1—|—;".

. U
Montrer que la suite (—n) converge.
N / neN*

Exercice 2559
Mines-Ponts MP 2018. Mines-Ponts PSI 2013

1
Soit (un)nen une suite définie par ug € R et, pour tout n € N, w41 = iArctan(un).

1. Montrer que la suite (2"u,),, oy converge vers un réel £ > 0.
2. Déterminer un développement asymptotique & deux termes de u,,.

Exercice 2560

X - ESPCI PC 2016. Mines-Ponts MP 2019. Mines-Ponts PC 2019

Soit (an)nen+ la suite définie par a; = 1 et, pour tout n > 2, a, = 2aLEJ.
2

1. Montrer que cette suite est bien définie.

. 1
2. Montrer que la série de terme général —- est convergente et calculer sa somme.
a
n

Exercice 2561

Soit (uy)n>2 une suite a valeurs dans ]0; 1] telle que la série de terme général () converge.
—In(uy,
u
Montrer que la série de terme général I (n) converge.
n(n

Exercice 2562
Mines-Ponts MP 2016

Soit (un)nen+ une suite de réels strictement positifs.
1

L. . . L -1
Montrer que la série Y u, converge si, et seulement si, la série Y. u, ™ converge.
n=1 n>1

Exercice 2563
X - ESPCI PC 2018. IMT MP 2013
Soit (un)nen+ une suite de réels positifs telle que:

2n 1 n
Yn € N* up < — Up,.
el
k=n+1 k=1

Montrer que la série de terme général u,, converge.
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Exercice 2564
Pour tout n € N*, soit M,, le plus petit entier M tel que:

1
+ot g

DN | =

1+

—_

Déterminer la nature de la série de terme général S
n

Exercice 2565
IMT PC 2016
Soit ¢ une bijection de N* dans N*.

1. Pour tout n € N*, on pose T, = > ¢(k). Montrer que:

k=1
“p(k) < 1 1 T,
=> Tl - .
Z k2 Z kA k2 (k+1)2 +(n+1)2
k=1 k=1
X L p(n)
2. Conclure quant a la convergence de la série ) —5=.
n>1 T
Exercice 2566
Soit ¢ : N* — N* une application bijective.
1 1

Déterminer la nature des séries >, —, > et > .
n>1 U(n)’ n>1 a(n)? n>1 no(n)

Exercice 2567
X MP 2021. X - ESPCI PC 2015. Mines-Ponts PC 2008.

Soit o : N* — N* une application injective. Déterminer la nature de la série 5
n>1 N

o(n)

Exercice 2568
Soit ¢ : N* — N* une application bijective.
o(n)

Déterminer la nature de la série ) —2=.
n
n>=1

Exercice 2569
Soit ¢ : N* — N* une application injective.

o(n
Déterminer la nature de la série Y 2(7)
ns2 n?In(n)

Exercice 2570

TPE PC 2011
Soit a € R% . Pour n € N, on note p, le nombre de chiffres dans I’écriture décimale de n.
1
Déterminer la nature de la série de terme général u,, = o
na n

Exercice 2571
Mines-Ponts MP 2021

1
Pour n € N, on pose I, = /
0

—dt
Lttt tn

1. Déterminer la limite ¢ de la suite (I,)nen.

2. Etudier la nature de la série de terme général I,, — /.

Exercice 2572
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Soit (un)nen+ et (vn)nen+ deux suites réelles strictement positives. Pour tout n € N*, on pose

1 - 0 0
Uy 1 —Ug :
Av=10 wy . . 0
: " 1l —w,
0o ... 0 uy, 1

Montrer que la série de terme général u,v,, converge si, et seulement si, la suite (A,),en- converge.

Exercice 2573 - Inégalité de Hardy
ENS PSI 2017
Etablir I'existence d’une constante K € R telle que, pour toute suite (u,)nen+ & termes strictement positifs avec

1
> — convergente, on ait:

n>1 Un
400 n 400 1
— <K —.
z_:u1+~-~+un\ Z_:un
n=1 n=1
Déterminer la meilleure constante K possible.
1.3 Comparaison série-intégrale
Exercice 2574
Mines-Ponts MP 2005. {&-MT MP 2013
o 1
Déterminer lim (s —1) —.
s—1+t n=1 n®
Exercice 2575
Mines-Ponts MP 2018. Mines-Ponts PSI 2013
Pour tout n € N*, soit u,, € N* tel que:
Up—1 1 Uy 1
Z<n< —
AP
k=1 k=1
1. Montrer que u,, existe et est unique.
2. Calculer u; et us.
3. Déterminer la nature de la série de terme général —.
n
Exercice 2576
Pour tout n € N*, soit u,, le plus petit entier tel que:
1 1
-+ ot — > 1
n n—+1 Unp,
Montrer que la suite (u,)nen+ est bien définie et que:
. Un,
lim — =e
n—+oco n

Exercice 2577

CCP MP 2005 .

Déterminer un équivalent de {\/EJ quand n — +00.
k=1

Exercice 2578
X - ESPCI PC 2017

n
Déterminer un équivalent de »_ In(k).
k=1

Baptiste GORIN



XXIV SERIES

315

Exercice 2579
IMT MP 2017

n 1
Pour tout n € N, n > 2, on pose S, = > kln(k) et u, = 5
k=1 n

1. Déterminer un équivalent de S,,.
2. Déterminer la nature de la série de terme général u,,.

Exercice 2580
Mines-Ponts MP 2013. Mines-Ponts PC 2005

4
n T2
Déterminer la limite de la suite (u, )nen+ définie par u,, = n? ( 11 kk>
k=1
Exercice 2581
Mines-Ponts PSI 2005 N )
Etudier la convergence de la suite (u,),>2 définie par u, = 3 — In(In(n)).
g k=2 kn(k)
Exercice 2582
X - ESPCI PC 2014
) n o In(k) 1
Etudier la convergence de la suite (uy,)n,>2 définie par u, = > n}i ) _ 3 In®(n).
k=2

Exercice 2583
Mines-Ponts PC 2017 .
n- 1

Dét i équivalent d _
éterminer un équivalent de kgl 1

Exercice 2584
CCP PSI 2016
Soit o € R et (uy)nen+ la suite définie par:

1
=3 — aln(n).
u 2o+ aln(n)

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a pour que la suite (uy,)nen converge.

Exercice 2585
CCP PSI 2016

noo1 too ]
Pour a > 1, on pose S, = > k—aetRn: > o
k=1 k=n-+1
. R
Etudier la convergence de la série de terme général S—n
n
Exercice 2586
107 1
Déterminer la partie entiére de >, —.
n=1MN3
Exercice 2587
CCP PSI 201/
+oo ]
Soit o > 1. Donner un développement asymptotique a deux termes de T
k=n+1
Exercice 2588
Mines-Ponts PC 2013 1
Déterminer la nature de la série de terme général —— .
nln(n) In(In(n))

Exercice 2589
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X MP 2005. Mines-Ponts MP 2021. Mines-Ponts PC 2018. Centrale PC 2017.

n —+o0
Soit (uy, )nen une suite de réels strictement positifs. Pour n € N, on pose S,, = uy, et, en cas d’existence, R, = > uy.
— k=n

k=0
1. On suppose que la série de terme général u,, diverge.

Montrer que la série de terme général —— converge si, et seulement si, o > 1.
S
2. On suppose que la série de terme général u,, converge.

Montrer que la série de terme général —— converge si, et seulement si, o < 1.
n

Exercice 2590

Soit (un)nen une suite a termes réels strictement positifs telle que la série Y u,, diverge. On suppose que, pour tout

n=0
n
neN, S, = ug > 1.
k=0
- . un+1 .
1. Montrer que la série de terme général ———— diverge.
Sy In(Sy,)
. Unp
2. Montrer que la série de de terme général —————— converge.
Sp(In(Sy))?
Exercice 2591
Mines-Ponts PC 2005
Soit f € C! (Ri,Ri), strictement croissante, telle que lim f(x) = 4o0.
T—+00
. 1 . P (D)
Montrer que la série . —— converge si, et seulement si, la série > 5 converge.
n>1 f(n) n>1 n

1.4 Sommation des relations de comparaison

Exercice 2592
Mines-Ponts MP 2017. Mines-Ponts PC 2005

no1
1. Montrer que la suite ( >o—— 1n(n)) converge vers un réel ~.
k=1 k neN*
2. Montrer que:

kz::l;:ln(n)—i-’y—ﬁ-O(?ll).

Exercice 2593
1
Pour n € N*, on pose u,, = — —2v/n.
P ,; vk

1. Montrer que la suite (u,)nen+ converge..
2. On note ¢ la limite de la suite (uy)nen-
Déterminer un développement asymptotique & deux termes de u,, — £.

Exercice 2594
CCINP PC 2021

1 —-n
Pour n € N*, on pose u, = | 1 + — et v, = e V™,
vn

1. Montrer que la série de terme général v,, converge.

xT
2. a) Soit x € R. Calculer/ te”dt.

0
“+oo

Soit n € N. On pose I, = / e Vg,
n

b) Montrer que, pour tout n € N, I, est bien définie et que I,, = 2 (1 + y/n) e~ V™.

“+o0
c) Pour tout n € N, on pose R, = Y. wg.

k=n+1
Montrer que:
Vn € N7 In+1 < Rn < In
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En déduire un équivalent de R,,.
+oo
d) Pour tout n € N, on pose T, = > uy.
k=n+1
Montrer que T, ~ \/eR,,.

Exercice 2595
Mines-Ponts MP22015’
Soit (a,b) € (R%)". Pour tout n € N*, on pose:

An:%i(aJrkb) et B, = (ﬁ
k=1

k=1

3=

(a+ kb))

A
Déterminer la limite de la suite <n> .
neN*

n

Exercice 2596
Soit (uy)n>2 une suite réelle & valeurs strictement positives telle que:

U, (n+1)n(n+1) 1

Upt1 nln(n) nlin(n)’
1. Déterminer la nature de la série de terme général u,,.

+o0o
2. Pour tout n € N*, on pose R, = > ug.
k=n-+1

2 . P P - un
Déterminer la nature de la série de terme général R
n

Exercice 2597
X MP 2005

n
1. Soit (un)nen+ une suite de réels strictement positifs. Pour tout n € N*, on pose S,, = > wug. On suppose que la
k=1

. S
suite ( = converge vers a € R .
Nn neN*

1 n
Déterminer la limite de la suite ( 5 > k;uk> .
N Un k=1 neEN*

2. Généralisation

n
Soit (tn)nen €t (vn)nen+ deux suites de réels strictement positifs. Pour tout n € N*, on pose S, = > uy
k=1

n S, T,
et T, = Y. vr. On suppose que les suites (n> et (") convergent vers o« € R} et § € R}
k=1 NUn / pen- nUn / pen-

respectivement.

Z k‘ukvk

Déterminer la limite de la suite ( ) .
n“uUnvn k=1 neN*

Exercice 2598
Soit (un)nen la suite définie par ug € R% et, pour tout n € N, u,p1 = /1 +u2.

n
1
Déterminer un équivalent de Z —.
=1 Uk

Exercice 2599
X - ESPCI PC 2014

1 1

Soit (un)nen la suite définie par ug = 0 et, pour tout n € N, w41 = iun + el
n

Déterminer un équivalent de u,,.
Exercice 2600
X MP 2007 i1
. n
Etudier la convergence de la suite (u,)nen- définie par u; € RY et, pour tout n € N*, w, 1 = o VUn-
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Exercice 2601
X MP 2014. Centrale PC 2005. TPE MP 2005

Soit (un)nen la suite définie par ug € }O,g} et, pour tout n € N, w,41 = sin(uy,).

1. Etudier la convergence de la suite (u,)nen-
2. Déterminer un équivalent puis un développement asymptotique & deux termes de u,,.

Exercice 2602

X MP 2017

Soit (un)nen la suite définie par ug € R% et, pour tout n € N, uyq1 = th(uy,).

1. Etudier la convergence de la suite (u,)nen.

2. Déterminer un équivalent puis un développement asymptotique & deux termes de u,,.

Exercice 2603

Mines-Ponts MP 2021

Soit (un)nen la suite définie par ug € R et, pour tout n € N, w,q1 = uy, + 74,
Déterminer un développement asymptotique & deux termes de u,,.

Exercice 2604

n -

Soit (un)nen la suite définie par ug € R% et, pour tout n € N w41 = u, + —. Etudier la convergence de la suite
n

(un)nen puis déterminer un équivalent de w,,.

Exercice 2605

Soit (un)nen la suite définie par u; € R% et, pour tout n € N*, up 1 = up + ————.
ul _|_ e _|_ un

Déterminer un équivalent de la suite (uy,)nens-

Exercice 2606

e*un
Soit o € R% et (upn)nen- la suite définie par u; € R et, pour tout n € N*, uy 1 = up +

1. Montrer que la suite (uy)nen- converge si, et seulement si, a > 1.

2. On suppose que « > 1 et on note ¢ la limite de la suite (up)nen--
Déterminer un équivalent de £ — u,,.

3. On suppose que o < 1.
Déterminer un équivalent de u,,.

Exercice 2607
Mines-Ponts MP 2016

Soit (U )nen+ la suite définie par u; € R et, pour tout n € N*, w1 = uy, +

Ny,
1. Déterminer la limite de la suite (uy)nen-

2. Déterminer un équivalent de u,,.

Exercice 2608
Mines-Ponts MP 20183

1
Soit a € R% et (un)nen+ la suite définie par u; € RY et, pour tout n € N*, wu, 1 = uy, +

neu,

1. Montrer que la suite (u,)nen- converge si, et seulement si, o > 1.
2. On suppose que « > 1 et on note ¢ la limite de la suite (up)nen.
Déterminer un équivalent de ¢ — u,,.
3. On suppose que a < 1.
Déterminer un équivalent de u2 11— u2, puis un équivalent de u,,.

Exercice 2609
Centrale PC 2005

Soit (un)nen la suite définie par ug € R%, uy € R% et, pour tout n € N, w40 = ot

1+ Un+1Un '
1. Etudier la convergence de la suite (u,)nen.
2. Déterminer un équivalent puis un développement asymptotique & deux termes de u,.
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Exercice 2610

1
Soit (un)nen+ une suite a termes réels strictement positifs telle que la série . — converge.

n
Montrer que la série

——  converge et que:
n21u1+"'+un

S

Exercice 2611 - Inégalité de Carleman

n>1 Un

QZ—

Etablir I’existence d’une constante K € R* telle que, pour toute série ) u, & termes positifs, on ait :

n>1

S g <k

Déterminer la meilleure constante K possible.

2 Séries a termes quelconques

2.1 Calculs de sommes

Exercice 2612

n=1

1
Soit f € C([0;1],R). Montrer que la série (71)”/ 2" f(z)dx converge et calculer sa somme.
0

n=0

Exercice 2613

—1)"
Montrer la convergence puis calculer la somme de la série Y In (1 + ) >

Exercice 2614

Soit (F},)nen la suite de Fibonacci définie par Fy = 0, F; = 1 et, pour tout n € N*, F), 1,

1. Montrer que:
Vn € N,

2. Montrer que la convergence puis calculer la somme de la série

3. Montrer la convergence puis calculer la somme de la série > .
n>=1 FnFn+2

Exercice 2615
Mines-Ponts PC 2005. Centrale PSI 201

Montrer la convergence puis calculer la somme de la série ) (—

Exercice 2616
ENTPE - EIVP PC 2015

Montrer la convergence puis calculer la somme de la série

Exercice 2617

ananJrl -

n

=F,+F,_1.

F2 = (-1)".
(1)

n>1 FnFnJrl

()"

1)"In (1 + ;)

(=n"
(2n+1)(2n+2)

Mines-Ponts MP 2018, Mines-Ponts PSI 2017, Mines-Ponts PC 2016. IMT MP 2019. EIVP PC 2016

1. Soit (a,b) € (Ri)? Montrer que:

1 t(l.—l
[
o Lrt

2. Caleuter 51 =V
. alculer .
n:03n+1

§ o
oy a+bn
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3. Calcule +200 (=1)"
. uler .
n=0 4TL + 1

Exercice 2618
CCINP PC 2021
In(n)

1
o Un = (—1)"up, Sy, —Zuk,T —kaet ZE
k=1 k=1
On admet existence d’un réel v tel que que H,, = In(n ) + v+ o(1).

ln(:c)'

X

Pour n € N*, on pose u,, =

1. Etudier les variations de la fonction z —

1 . .
2. Comparer u,, et —. En déduire la nature des séries > u, et > v,.
n
3. Exprimer Sy, — S, avec une seule somme et montrer par comparaison série-intégrale que:

(In(2n +1))*>  (In(n + 1)) (In(2n))*>  (In(n))?
2 B 2 S S2n = Sn 2 2

Vn = 3,

N

4. Montrer que:

Son — Sp = In(2) In(n) + 5 +0o(1)
5. Exprimer So, + T, en fonction de H,, et S,.
+oo
En déduire la valeur de Z Upy-
n=1

Exercice 2619
X MP 2021. Mines-Ponts PSI 2018. Centrale MP 2005

Soit f la fonction définie sur R* par f(z) = ln(—x)

1. Déterminer la nature des séries de termes généraux f(n), puis (—1)"f(n).

In(k 1
2. Démontrer que la suite (uy)nen+ définie par u,, = (Z n]i )) — 5(111(71))2 est convergente.
k=1

1
3. En déduire la somme de la série Y (—1)" n(n)
n>1 n

Exercice 2620
1. Calculer la somme de la série

1o - -4 - _-_°= ...
2 4 + 3 8 +
) . . ) (=~ »
obtenue en réarrangeant les termes de la série harmonique alternée > de sorte que chaque terme positif
n=1 n

soit suivi de deux termes négatifs.

2. a) Soit (p,q) € (N*)?. Calculer la somme de la série
14 1 n 1 1 1 1 n 1 n 1 n n 1 1 1 1 n
3 2p—1 2 4 2¢ 2p+1 2p+2 dp—-1 2¢+2 2¢+4 4q

-1 n—1
obtenue en réarrangeant les termes de la série harmonique alternée 3 L de sorte que p termes positifs

n>1 n
soient suivis de g termes négatifs.

b) Calculer la somme de la série

obtenue en réarrangeant les termes de la série harmonique alternée 3 de sorte que chaque terme
n>1 n

positif soit suivi de quatre termes négatifs.
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3. Montrer la divergence de la série

1 1+1+1 1+1+1+1 1+
2 3 5 4 7 9 11 6

_1\n—1
obtenue en réarrangeant les termes de la série harmonique alternée > L de sorte que n (n € N*) termes
n>=1 n
positifs soient suivis d'un terme négatif.

Exercice 2621

+oo (71)]€
Pour tout n € N*, on pose u,, = > 5
k=n k
Montrer que la série Y w, converge et calculer sa somme.
n>1

Exercice 2622

Mines-Ponts MP 2017. Mines-Ponts PC 2021 )

Montrer la convergence de la série de terrme général (—1)" / cos (nt2) dt et calculer sa somme.
0

Exercice 2623

Mines-Ponts MP 2017. Centrale PSI 2009

Soit (un)nen+ une suite complexe telle que la série > u, converge. Pour tout n € N*, on pose v,, =
n>1

1. Montrer que la suite (v, )nen+ converge vers 0.

v
2. Montrer que la série de terme général : 1
n

Z kuk.
k=1

SRS

converge et calculer sa somme.

2.2 Etude de la convergence

Exercice 2624

Mines-Ponts PC 2017. CCP MP 2016. IMT PSI 2021

Déterminer la nature de la série ) sin <7r (2 + \/?:)n)
n=0

Exercice 2625

Soit (tn)nen €t (vn)nen deux suites a valeurs complexes telles que les séries Y. |un|? et > |v,|? convergent.
n>=0 n=0
Montrer que, pour tout p > 2, la série > (u, — v,)P converge.
n=0

Exercice 2626

Soit (un)nen une suite a valeurs complexes telle, pour tout n € N, Re(u,,) € Ry. On suppose que les séries > u, et
n=0

> uZ convergent.

n>=0

Montrer que la série > |u,|? converge.
n=0

Exercice 2627
Mines-Ponts MP 201/

n
Soit (an)nen+ €t (bn)nen+ deux suites complexes avec, pour tout n € N*, b, # 0. Pour n € N*, on pose S,, = >_ ay et
k=1
2
et > |S, — Tn|? converge.

n>=1

bn+1

1—
bn

n b
T,=>" (1 -k ) ar. On suppose que les séries Y
k=1 b1 n>1

Montrer que la série Y a, converge.
n>1

Exercice 2628

Soit f € C(R,C), 1-périodique.
n+1 f(t)
Montrer que la série > —
nzlJn 3

1
dt converge si, et seulement si, / f(&)dt =0.
0
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2.3 Régle d’Abel. Séries alternées
Régle d’Abel

Exercice 2629 - Série de Dirichlet
Soit (un)nen une suite réelle.

. L . P Un
Montrer que, si la série de terme général — converge pour z = o, alors elle converge pour tout = > zo.
n

Exercice 2630
1. Un test d’Abel

Soit (apn)nen €t (bn)nen deux suites réelles. On suppose que la suite (a,)nen est monotone et bornée et que la série

> by, converge.

n=0

Montrer que la série Y apb, converge.
n=>0

2. Applications
,, Arctan(n)

NG

b) Soit # > 1. Déterminer la nature de la série de terme général (—1)

a) Déterminer la nature de la série de terme général (—1)

Y/In(z)
pa—

n

1 2
c) Déterminer la nature de la série de terme général ——— cos <7r n >
In“(n) n+1

Exercice 2631

converge et que sa somme est un nombre irrationnel.

Exercice 2632 )
sin(n) cos(n
Déterminer la nature de la série de terme général min ( ( ), ( )>
n n

Exercice 2633

cos(n sin(n

Déterminer la nature des séries de termes généraux (—1)" (n) (=)™ (n)
n n

Exercice 2634 ) )
cos(n) X sin(n) X

Déterminer la nature des séries de termes généraux (n) S o— et (n) o=

n o =1k no =1k

Séries alternées

Exercice 2635
Mines-Ponts MP 2013. Mines-Ponts PC 2014. CCP PSI 2017. ENSEA PSI 2019. IMT PC 2011

. 1"
Soit a € R% . Etudier la nature de la série de terme général In (1 + ())
nOl

Exercice 2636 1y
Soit o € R%.. Etudier la nature de la série de terme général In (1 + sin ((_ a) ))
n

Exercice 2637
Mines-Ponts MP 2005 1)

Déterminer la nature de la série de terme général In (1 + )

V()

Exercice 2638
. . n+p) °
Soit o € R% et p € N. Pour tout n € N, on pose u, = .

Etudier la nature des séries de termes généraux u, et (—1)™u,,.
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Exercice 2639
Mines-Ponts PC 2019. Centrale PSI 2014
Déterminer la nature de la série de terme général

Exercice 2640
Centrale PSI 2017
Déterminer la nature de la série de terme général exp <(—1)"

Exercice 2641

X - ESPCI PC 2008. Mines-Ponts PSI 2018. IMT MP 2019
Soit o € RY.. Etudier la nature de la série de terme général e

"
EEEE

Exercice 2642
Mines-Ponts PC 2018
Déterminer la nature de la série de terme général
Exercice 2643
Mines-Ponts PC 2017 1y
Déterminer la nature de la série de terme général —; (= )
n* + sin(n)
+00 (1)kn>ln( )

2

k=n

Exercice 2644
Déterminer la nature de la série de terme général (
n—1 1
k=1 k(n — k)

Exercice 2645
Déterminer la nature de la série de terme général (—1)
(=n"

Exercice 2646
Mines-Ponts MP 2013
Déterminer la nature de la série de terme général —
n3 + (—1)»
(="
ne + (71)n+1

Exercice 2647

Mines-Ponts MP 2013. TPE PSI 2016. Navale PC 2009
Soit o € R%.. Etudier la nature de la série de terme général

—1)n
L (1)

Exercice 2648
Mines-Ponts PSI 2017
Déterminer la nature de la série de terme général (
e
k=1
1
(=1)"ne +In(n)’

Exercice 2649
Mines-Ponts PC 2021
Soit a € R. Etudier la nature de la série de terme général

()"

nln (n + sin®(n))
Baptiste GORIN
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Exercice 2651

Centrale PC 2017. Navale PSI 2018 .
Soit (a,8) € R?, a # . Etudier la nature de la série de terme général (=D .
n® + (—1)*nf

Exercice 2652 N
Déterminer la nature de la série de terme général (—1)" (e — (1 + ) )
n

Exercice 2653
IMT PSI 2019
1

Déterminer la nature de la série de terme général (—1)" sin <>

07+ v

Exercice 2654
Déterminer la nature de la série de terme général sin (v'1 + n?m?2).

Exercice 2655
X - ESPCI PC 2014. Mines-Ponts MP 2005. Mines-Ponts PSI 2018. Mines-Ponts PC 2016
Déterminer la nature de la série de terme général sin (7r\/ n? -+ 1).

Exercice 2656
Déterminer la nature de la série de terme général sin(n!me).

Exercice 2657
Mines-Ponts PC 2017
Déterminer la nature de la série de terme général cos (n?z(In(n — 1) — In(n))).

Exercice 2658
CCP PSI 2018

Montrer que la série de terme général In (2n + (—1)™) — In(2n) est convergente mais pas absolument convergente.

Exercice 2659

X MP 2007. X - ESPCI PC 2019. Mines-Ponts MP 2018. Mz’lnes-Ponts PST 20181

Déterminer la nature des séries de termes généraux (71)”M et (71)”M
n

Exercice 2660
Mines-Ponts PSI 2017. IMT PC 2018

. 1"
Soit a € R . Etudier la nature de la série de terme général Arccos (éﬁ + (-1) ) _

T
ne 6

Exercice 2661
X - ESPCI PC 2017

n(n+1)
-1
Déterminer la nature de la série de terme général u
nin+1)
Exercice 2662
Mines-Ponts MP 2017 (1)

Déterminer la nature de la série de terme général

1
N

Exercice 2663

X - ESPCI PC 2008. Mines-Ponts MP 2017. ]\giries—Ponts PSI 2018. Mines-Ponts PC 2021
n _1 -

Pour tout n € N* on pose u,, = [[ (14 (=1)

k=1 vk

Etudier la convergence de la suite (tn)nen+ puis déterminer la nature de la série de terme général u,,.
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Exercice 2664
Mines-Ponts PSI 2017

n

Pour tout n € N*, on pose u, = > (,1)k+1\/§
k=1

1. Montrer que:

o
t ~ (=1)" 1AL

2. Montrer que la suite (v, )nen+ définie par v, = u, + up+1 admet une limite strictement positive.

. . 1
3. Déterminer la nature de la série >, —.
n>1 Un

Exercice 2665
X - ESPCI PC 2016. Mines-Ponts PC 2015

n —1 k
Déterminer la nature de la série de terme général In | tan | > (=1) .
=02k +1

Exercice 2666
TPE PC 2010

; cos
Etudier la nature de la série de terme général u,, = / %
x
n

n+1

dz.

Exercice 2667

Mines / Ponts et Chaussées 2001

Soit (uy)nen une suite de nombres réels telle que, pour tout n € N, u,, # 0.
On suppose qu’il existe (a,b) € R? tel que:

U b 1
L—H =a-+ —+ O <2) .
Up, n n
Discuter, selon les valeurs de a et b, la nature de la série de terme général wu,,.

Exercice 2668
Mines-Ponts MP 2013
e (- 1)!

Soit a € R% . Pour tout n € N*, on note r, = kz o
=n

Déterminer la nature de la série Y 7y,.
n>1

Exercice 2669

(—1)Lv7]

Soit a € R% . Déterminer la nature de la série de terme général -
n

Exercice 2670
Déterminer la nature de la série:

Exercice 2671

Centrale PSI 2017

Pour tout n € N soit f, la fonction définie sur R par f(z) = e® + nx — 2.

1. Montrer que, pour tout n € N, ’équation f,(x) = 0 admet une unique solution z,.
2. Déterminer la nature des séries de termes généraux x,, et (—1)"z,.

3. Déterminer la limite de n(1 — nz,) quand n — +oo.

Exercice 2672

sin(u
Soit (un)nen+ la suite définie par u; € R et, pour tout n € N* w,11 = ( n)

n
Déterminer la nature de la série Y wuy,.
n>1
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Exercice 2673

IMT PC 2019

Soit (un)nen la suite définie par ug €]0; 1] et, pour tout n € N, up41 = uy, — uz.
1. Montrer que la suite (u,)nen converge et déterminer sa limite.

2. Etudier la nature des séries > (—=1)"up, > u, et > u2.
n>=0 n>=0 n>=0

Exercice 2674
CCP PSI 2018. IMT PSI 2016. IMT PC 2019

e_un,
Soit (un)nen la suite définie par ug € R et, pour tout n € N, w41 =

n+1

1. Etudier la convergence des suites (ty)nen €t (Ny )nen-

2. Déterminer la nature des séries > u, et Y (—=1)"uy,.
n=0 n>0

Exercice 2675
Mines-Ponts PSI 2013. Centrale PC 2017. IMT PSI 2019
Soit (un)nen la suite définie par ug > 0 et, pour tout n € N, w41 =1—e~

Un
1. Etudier la convergence de la suite (u,)nen-
. Déterminer la nature de la série de terme général (—1)"u,,.

2
3. Déterminer la nature de la série de terme général u2.
4

. U
. Etudier la nature de la série de terme général In <n+1>
Un

En déduire la nature de la série de terme général u,,.

Exercice 2676
IMT PSI 2017

1
Pour tout n € N, on pose u,, = / In(1+¢")dt.
0

1. Calculer ug et ug.
2. Montrer que:

Ve € Ry, <ln(l+2) <=

x
14z
En déduire que la suite (u,)nen converge vers 0.

3. Déterminer la nature des séries > u, et > (—=1)"uy,.
n=0 n=0

Exercice 2677

(="
Pour tout n € N, on pose u,, =

vn+1

Etudier la convergence de la série de terme général u,, ainsi que celle de son carré de Cauchy.

Exercice 2678

Soit > an et Y b, deux séries convergentes de sommes respectives A et C.
n=0 n=0

—+oo
Montrer que, si leur produit de Cauchy > ¢, converge vers C, alors C' = AB.

n=0

2.4 Comparaison série-intégrale

Exercice 2679
X PC 2005

1 in(1
Déterminer la nature des séries de termes généraux cos(In(n)) et sin(ln(n) )

n n

Exercice 2680
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")

Soit f € C(R,C), 1-périodique. Pour tout n € N*, on pose u,, = / Tdt.
n

Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que la série Y w, converge.

n>1

. . ()
Que peut-on en déduire concernant 'intégrale / Tdt?
1
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CHAPITRE XXV

SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

1 Suites de fonctions

Exercice 2681

3
nix
Pour tout n € N* et tout € Ry, on pose f,,(z)

T AL A
n*+x
Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,)nen+-

Exercice 2682
CCP PC 2001
Pour tout n € N* et tout « € [0; 1], on pose:

1
nz(l —nx) size {O,n}

. 1
0 six € [,1}
n

Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,)nen-

fn(x) =

Exercice 2683

2™y
Pour tout n € N et tout « € Ry, on pose f,(x)

T 1+ n2ng?
1. Montrer que la suite de fonctions (fy,)nen converge simplement sur R .
1

2. Pour tout n € N, calculer / fr(x)dz.
0
La convergence de la suite (fy,)nen est-elle uniforme sur [0;1]7

Exercice 2684
ENSEA MP 2013

2"z
Pour tout n € N, soit f, la fonction définie sur R par f,(x)

T 1+ n2ng?
Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,,)nen sur R.

Exercice 2685

CCP MP 2013

Pour tout n € N, soit f,, la fonction définie sur [0; 1] par f,(z) = na™(1 — x).

1. Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,,)nen sur [0;1].

1
2. Etudier la limite de / fn(x)dz quand n — +oo.
0

3. La convergence uniforme est-elle une condition nécessaire pour intervertir les symboles lim et / ?
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Exercice 2686
IMT PC 2017
Pour n € N, soit f,, : R — R définie par:

(In(z))*" —2
fn(x) = ¢ (In(x))2" +2

1 siz=0

M *
siz € Ry

1. Montrer que la suite de fonctions (fy)nen converge simplement sur R .
2. La suite (fn)nen converge-t-elle uniformément sur R 7 sur [1,2]?

Exercice 2687
Mines-Ponts PC 2019

-1
Pour n € N*, soit f,, : x € R — exp <M>
n

1. Etudier la convergence simple de (f,,)nen- sur R.
2. Etudier la convergence uniforme de (f,,)nen- sur | — oo,a] avec a € R, puis sur R.

Exercice 2688
Pour tout n € N*, soit f, la fonction définie sur [0;1] par f,(z) = na" (1 — 2?).
Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,)nen- sur [0;1].

Exercice 2689
Pour tout n € N*, soit f,, la fonction définie sur R par f,(z) = nxe
Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,)nen+ sur R.

—z21n(n) )

Exercice 2690

ENTPE - EIVP PC 2014

Pour tout n € N*| soit f,, : x — nze="e’

Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite de fonctions (fn)nen+ sur R.

Exercice 2691
X MP 2016 "

Soit © € R. Déterminer la limite de P,(z) = [] cos (2%) quand n — +o0.
k=1

Exercice 2692
Pour tout n € N, soit f,, la fonction définie sur Ry par f,(z) = e """ sin(nz).
Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,,)nen sur Ry

—nx

Exercice 2693
CCP MP 2013. ENSEA - ENSIIE MP 2014. CCP PSI 2005
Pour tout n € N*, soit f, : x — nsin(z) cos™ (x).

1. Etudier I'existence puis calculer lim /2 fn(z)dz et /2 < lim fn(x)> dz.
0 0

n—-+oo n—-+oo

- . . . . ™
2. Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,,)nen+ sur [0,5]

Exercice 2694
Mines-Ponts PC 2019 "
T

Pour tout n € N et tout 2 € Ry, on pose fy(z) = —e
n

1. Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de (f,)nen-

2. Calculer lim lim / fa(t)dt et lim  lim / fn(t)de.
0 0

n—+oo xr——+4o00 xr——+00 n——+0o0

—x

Exercice 2695
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ICNA PSI 2017
Pour tout n € N*, soit f, : x — /ncos(z) sin" (z).

. T
Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,)nen+ sur {0,5]

Exercice 2696
TPE MP 2001

1
Soit (Py,)nen la suite de polynomes définie par Py = 1 et, pour tout n € N, P, = P, + 3 (X — P,ZL)

1. Montrer que:

VneN, VzeRy, Pypi(z)— Vo= (Pa(z)— V) <1—;(\/§+Pn(x)))

2. Exprimer de méme P, ;1(z) + v/ en fonction de P,(z) + /.
3. Montrer que:

VneN, Vrel0;1], vr<Pui(r)<P(z) <1
4. Montrer que la suite (Py,),cn converge simplement sur [0;1] vers f : x — /x.
Déterminer le sens de variation de  — P, (z) — /2 et de © — P,,(z) + /2 sur [0; 1].
6. Montrer que (P,),en converge uniformément vers f sur [0;1].

o

Exercice 2697

ENS PC 2016

Soit (P )nen une suite de fonctions polynomiales qui converge uniformément sur R vers une fonction f.
Montrer que f est une fonction polynomiale.

Exercice 2698

X - ESPCI PC 219

Soit I un intervalle de R et (f,)nen une suite de fonctions de I dans R. On suppose que la suite (f,)nen converge
In

1+ f2

Montrer que la suite (g, )nen converge uniformément sur 1.

uniformément vers f. Pour n € N, on pose g, =

Exercice 2699 - Deuxiéme théoréme de Dini

X - ESPCI PC 2020

Soit (a,b) € R? avec a < b et (f,)nen une suite de fonctions croissantes de [a,b] dans R convergeant simplement vers
une fonction f continue sur [a,b].

Montrer que la suite (f,)nen converge uniformément.

2 Séries de fonctions

Exercice 2700
X MP 2005

n k n
Déterminer lim > () .

n—-+oo k=1 n

Exercice 2701
CCP MP 2017

x
Pour tout n € N* et tout 2 € Ry, on pose f,(z) =

+oo
nnta) Soit f(x) = nz::1 fu(z) avec

1. Etudier la convergence simple et la convergence normale de Y f,, sur R.
n>1
On note f la somme de cette série.
Préciser le sens de variation de f.
2. Trouver une relation entre f(x) et f(x + 1).
En déduire la valeur de f(n) pour tout n € N, puis un équivalent de f(x) quand z — +oc.

Exercice 2702
CCP PSI 2017

Pour tout n € N* et tout € R4, on pose f,(z) =

x’ﬂ

n? (1 + x27)’
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1. Etudier la convergence simple de (f,)nen--

1
2. Déterminer la limite de / fn(x)dz quand n — +oo.
0

3. Montrer que, pour tout = € Ry, la série > f,(z) converge.
n>1
On note S(x) la somme de cette série.

1
4. Pour tout x € R%, exprimer S <) en fonction de S(z).
x

5. Etudier la continuité de S sur R, .
6. Préciser la limite de S en +oo.

Exercice 2703
Mines-Ponts MP 2005
Soit (frn)nen la suite de fonctions définies sur [0; 1] par fo(z) =1 et:

Vn € N, an(z)_/Ozfn (t —t?) dt.

Montrer que la série de fonctions Y f, converge uniformément sur [0; 1].
n=0

Exercice 2704 n
x
Soit @ € R et, pour tout n € N*, £, la fonction définie sur [0; 1] par f,(z) = —e™"7.
n
Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la série de fonctions > f,.
n>1

Exercice 2705

In (14 2™
Pour tout n € N*, soit f,, la fonction définie sur Ry par f,(z) = g
n
1. Déterminer le domaine de convergence D de la série de fonctions > f,.
n>1

2. Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la série de fonctions > f, sur D.
n>1

Exercice 2706
Mines-Ponts MP 2015
Pour tout n € N*, soit f, la fonction définie sur [0; 1] par f,,(z) = /na™(1 — z)°.

Montrer que la série de fonctions > f, converge normalement sur [0;1].
n>1

Exercice 2707

Mines-Ponts PC 2017

Soit f 2 f sin (2"x)
it f:x —on

n=0
Montrer que la fonction f est continue sur R mais n’est pas dérivable en 0.

Exercice 2708
CCP PSI 2005
Pour tout n € N*, soit f,, la fonction définie sur [0; 1] par:

2" In(z) siz € [0;1]

f”(x):{ 0 siz=0

1. Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,,)nen sur [0;1].

2. Etudier la convergence simple et la convergence normale de la série de fonctions > f, sur [0;1].
n>1

Exercice 2709
Mines-Ponts MP 2013
Soit f :[0;1] — R continue et, pour tout n € N, f,, € [0;1] — R définie par f,(z) = 2™ f(z).

Baptiste GORIN



XXV SUITES ET SERIES DE FONCTIONS 332

1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur f pour que la suite de fonctions (f,,)nen converge uniformément
sur [0;1].
2. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur f pour que la série de fonctions Y f,, converge uniformément

n>0
sur [0;1].
Exercice 2710
Centrale PC 2008 N
x
Pour tout n € N et tout € Ry, on pose f,(z) = T
1. Etudier la convergence simple de > f,.
n>1

2. Sur quels intervalles la convergence est-elle normale?
Exercice 2711
CCINP PC 2019 1y
Pour tout n € N*, soit f,, la fonction définie sur R par f,(z) = %

n+ax
Etudier la convergence simple, la convergence uniforme et la convergence normale de la série de fonctions > fi,.

n>1
Exercice 2712
Mines-Ponts PC 2018. CCINP MP 2019 .
Pour tout n € N*, soit f,, la fonction définie sur R par f,(x) = L
n+zx

1. a) Montrer que la série de fonctions Y f,, converge simplement vers une fonction continue f mais pas uniformeé-

n>1
ment sur R.

b) Déterminer la limite de f en +o0.

2. Montrer que la série de fonctions > (—1)™f, converge uniformément mais pas normalement sur R .
n>1

Exercice 2713
Pour n € N*, soit f,, la fonction définie sur R par f,(z) = (—1)"sin(sin(- - - (sin(z)))).

n fois
Montrer que la série de fonctions Y f, converge uniformément mais pas normalement sur R.
n>=1

Exercice 2714

Mines-Ponts PC 2017
e—oVn

—

1. Déterminer le domaine de convergence D de la série de fonctions > fy.

Pour tout n € N*, soit f, la fonction définie sur R par f,(z)

n>1
On note f la somme de cette série.
2. Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur D.
Exercice 2715
e—nx
Pour tout n € N, soit f,, la fonction définie sur R par f,(z) = T
n
1. Déterminer le domaine de convergence D de la série de fonctions > f,.
n=0
On note f la somme de cette série.
2. Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur D.
Exercice 2716
Mines-Ponts PSI 2018. Mines-Ponts PC 2018
xe—TLI
Pour tout n € N, n > 2, soit f,, la fonction définie sur R par f,(z) = NOR
n(n
1. Déterminer le domaine de convergence D de la série de fonctions > f,.
n>=2

On note f la somme de cette série
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2. Etudier la convergence normale et la convergence uniforme sur D de la série de fonctions > fi,.

n>=2

3. Etudier la dérivabilité de f sur D.

Exercice 2717
Mines-Ponts PC 2019. IMT MP 2019

Pour tout n € N, soit f,, la fonction définie sur R par f,(z) =

(=D"

1+nx

“+o0
et f= E In-
n=0
Montrer que la fonction f est définie et continue sur R .

Montrer que f est de classe C! sur R%.
Déterminer la limite de f en +oo.

L

Déterminer la limite de f en 0F

Exercice 2718

Mines-Ponts MP 2013. Mines-Ponts PSI 2015 N .

Pour tout n € N, soit f,, la fonction définie sur R* par f,(z) = '(771) et f = -
n!(x +n) =0

1. Montrer que la fonction f est de classe C' sur R%.

2. Etudier les variations de f et déterminer ses limites en 0 et en +o0.

3. Montrer que:

VeeRY, zf(z)— f(z+1) = é.

4. Déterminer un équivalent de f en 0 et en 400

Exercice 2719
+o0o

et f= 3 fn

Pour tout n € N*, soit f, la fonction définie sur R par )=
& P o) =) T T

Etudier la continuité et la dérivabilité de f.

Exercice 2720
Mines-Ponts PSI 2018. IMT MP 2018. TPE PC 2018 .
1 o0
Pour tout n € N*, soit f,, la fonction définie sur Ry par f,(r) = ———et f:x+— Z fn(2).
n —+ nx —_
1. Montrer que la fonction f est définie et continue sur R .
2. Montrer que f(z) ~ —In(x).
0
2

3. On ad wi_r
. On admet que —_ = —.
4 ngl n2 6

2
Montrer que f(z) —.
—+oo

Exercice 2721
CCP PSI 2005

1
Pour tout n € N*, soit f,, la fonction définie sur R par f,(z) =

n(1+nx?)’
1. Déterminer le domaine de convergence D de la série de fonctions > fy.
n=1
On note f la somme de cette série.
2. Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur D.
3. Déterminer la limite de f en +ooc.
4. Déterminer un équivalent de f en 0.

Exercice 2722
Mines-Ponts PSI 2018

x
Pour tout n € N*, soit f,, la fonction définie sur R par f,(z) =

n(l+na?)’
1. Déterminer le domaine de convergence D de la série de fonctions > f,.
n=1
On note f la somme de cette série.
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2. Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur D.
3. Déterminer la limite de f en 4o0.
4. Déterminer un équivalent de f en 0.

Exercice 2723

Pour tout n € N*| soit f,, la fonction définie sur Ry par f,(z) = __r
n (14 n2x)
> fa
n>1
1. Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur R,.
2. Déterminer la limite de f en +oo.
3. Déterminer un équivalent de f en 0.
Exercice 2724
CCINP MP 2019. IMT MP 2018
Pour tout n € N*, soit f,, la fonction définie sur R par f,(z) = e~ V"%,
1. Déterminer le domaine de définition D de f = > f.
n>1
2. Déterminer la monotonie de f sur D.
3. Montrer que la fonction f est de classe C*° sur D.
4. Déterminer la limite puis un équivalent de f(z) en +oo.
5. Déterminer la limite puis un équivalent de f(z) en 07.
Exercice 2725
Mines-Ponts PSI 2016. Mines-Ponts PC 2016 A
t
Pour tout n € N*, soit f,, la fonction définie sur R par f,(z) = w
n
1. Déterminer le domaine de convergence D de la série de fonctions > f,.
n>1

On note f la somme de cette série.
2. Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur D.
3. Déterminer un équivalent de f en 0.
4. Déterminer un équivalent de f’ en 0.

Exercice 2726
X MP 2018
Soit (a,b) €]0;1[x]1, 4+ oco[. Pour z € R, on pose:

+oo
f(z) = Z a" cos (b"nx) .
n=0

Montrer que f est définie et continue sur R.
Montrer que, si ab < 1, alors f est de classe C' sur R.
Montrer que, si ab > 1, alors f n’est pas dérivable en 0.

= W o=

Soit p le plus grand entier naturel tel que ab? < 1.
Montrer que f est de classe CP mais pas de classe CP*! sur R.

3
5. On suppose que b est un entier impair et que ab > 1 + 5™

Montrer que f est dérivable nulle part sur R.

et f la somme de la série de fonctions
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SERIES ENTIERES

1 Rayon de convergence

Exercice 2727

Soit > apz™ et Y. b,z"™ deux séries entiéres de rayons de convergence respectifs R, et R,. On suppose que, pour
n=>0 n=0
tout n € N, a,b, =0.

Déteminer le rayon de convergence de la série entiere > (a, + b,)2".
n=0

Exercice 2728
Mines-Ponts MP 2017
Soit (a,)nen une suite complexe telle que, pour tout n € N, a,, # 0. On note R le rayon de convergence de la série
entiére Y a,z".
n=0

1
Que peut-on dire du rayon de convergence de la série entiére » —z"?
n>0 an

Exercice 2729 - Produit de Hadamard
Mines-Ponts MP 2017
Soit (an)nen €t (bn)nen deux suites complexes. On note R, et R}, les rayons de convergence des séries entiéres Y a,z"

n>=0
et Y b,z" respectivement.
n=0
Que peut-on dire du rayon de convergence de la série entiére > a,b,z"™?
n=0

Exercice 2730
X - ESPCI PC 2008
Soit (an)nen une suite réelle telle que la série entiére Y a,z™ a un rayon de convergence R > 0 et P € R[X], non

n>0

constant.

Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Y. P(n)a,z".
n=0

Exercice 2731

Soit Y anz™ une série entiére de rayon de convergence R > 0.
n=0

n

P . st [N an
Déterminer le rayon de convergence de la série entiére » . — 2.

n>0 n!

Exercice 2732
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Soit > a,z™ une série entiére dont tous les coefficients sont non nuls. On suppose que:

. A2n+1 A2n 42
lim
n—-+o0o

= El S RJ’_ et lim

n—-+oo

262 €R+.

a2n a2n+1

Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Y a,z".
n=0

Exercice 2733
CCINP PC 2019

Déterminer les rayons de convergence de > In(n)a™ et > In(nl)a™.
n=2 n>2

Exercice 2734
Mines-Ponts MP 2016
Soit (an)nen une suite a termes strictement positifs telle que la série > a, diverge. Pour tout n € N, on pose

n>=0
n an
Sp = > ag. On suppose que lim —— =0.
k=0 n—-+oo Sn
Déterminer les rayons de convergence des séries entiéres Y a,z™ et > Sp,z™ et lier leurs sommes.
n=0 n=0

Exercice 2735

Soit (an)nen une suite réelle décroissante convergeant vers 0, telle que la série Y a,, diverge.
n=0
Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Y a,z™.
n>=0

Exercice 2736

: - ‘s a

Soit > a,z™ une série entiére de rayon de convergence R,. Pour tout n € N, on pose b, = Trl On note Ry le
n=0 Qg
rayon de convergence de la série entiére > b,z2".
n=0
Montrer que Ry = max(1,R,).
Exercice 2737
Mines-Ponts PC 2019 )
a
Soit (an)nen une suite & valeurs strictement positives telle que lim n <” — 1> =leR.
n—+o0 Up—10n+1
1. Si ¢ # 0, déterminer le rayon de convergence de la série entiére > a,z".
n=0

2. Que peut-on dire si £ =07

Exercice 2738

Soit k € N. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére > n*z".
n>1

Exercice 2739
Soit v € R. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Y Arctan (n®) z".

n>1
2 Deéveloppement en série entiére
Exercice 2740
CCP PC 2018
Déterminer le rayon de convergence puis la somme de la série entiére > n2az™.
n>=1

Exercice 2741
IMT PC 2018

1
Développer en série entiére la fonction f: z +—

———— . Préciser le rayon de convergence.
(z+3)(z—1) Y &
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Exercice 2742
X ESPCI PC 2008
Soit a € R.

1. Factoriser P(X) = X? — 2ch(a)X + 1 sur R[X].

1
2. Décomposer en éléments simples X’

3. Développer en série entiére en zéro la fonction x — . Donner son rayon de convergence.

L
P(z)

Exercice 2743

Mines-Ponts MP 2018, Mines-Ponts PSI 2015, Mines-Ponts PC 2021. IMT PSI 2016
3n

+o0
Soit z € C. Calculer Z é—)'
n)!

n=0

Exercice 2744
Montrer que:

vn e N*, n!> (g)n

Exercice 2745
Putnam 1992
Soit f une fonction de classe C*° sur R telle que:

2
Vn € N¥, f<ib> "

Pour tout k € N*, déterminer f(*)(0).

Exercice 2746
CCINP PC 2019
+oo

mn
Soit f :x —> Z .
= (n!)?

1. Montrer que le rayon de convergence de f est infini.

2. Montrer que f est solution de ’équation différentielle: zy” + vy’ —y = 0.

Exercice 2747
Mines-Ponts PC 2016

+oo
a
Soit (ap)nen € CN telle que lim a, = 0. Soit f : z +— g e
n—r—+0oo o n!
n—

1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére définissant f.
2. Montrer que f(z) = o(e®).
+oo

Exercice 2748
Mines-Ponts MP 2005. Mines-Ponts PC 2017
Soit # € R. Déterminer le rayon de convergence et calculer la somme des séries entiéres suivantes :

cos(nf) sin(nf)
Z o T et ZT“T

n>0 : n>0

Exercice 2749
Mines-Ponts MP 20183

Soit 6 € R. Déterminer le rayon de convergence R et calculer la somme de la série entiere >
n>1 n

cos(nd)
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Exercice 2750
Mines-Ponts MP 2005. Mines-Ponts PC 2015
Montrer que:
+oo . .
sin(né) x sin(0)
Vr €] —1;1[, VO e€R, ——a™ = Arct —_
€l | nz::l n e an(l—xcos(@)
Exercice 2751
TPE MP 2015
+oo n

Pour tout x € R, calculer la somme HZ::O mx”
Exercice 2752 )
Calculer la somme de la série .

né:g (n—2)(n+1)2"
Exercice 2753 on gn
Calculer la somme de la série Y i
Exercice 2754 (—1)
Calculer la somme de la série —

né:o (n+1)(2n+1)
Exercice 2755 ) ) )
Calculer la somme de la série > + - .

nso\4n+1 4n+3 2n+2
Exercice 2756

fl)(ﬁ)

Calculer la somme de la série > .

n>=2 n
Exercice 2757
TPE MP 2016
Soit (an)nen €t (by)nen les suites définies par ag = 1, by =0 et :

Gpt1 = —Qp — 2by,
VYn € N, { bps1 = an + 3by,
. . . an bn
1. Déterminer les rayons de convergence des séries entiéres > —z™ et >, —a”.
n>0 n! n>0 n!
2. Calculer leurs sommes quand celles-ci sont définies.
Exercice 2758
Mines-Ponts MP 2017. Mines-Ponts PC 2015
2n+2

1. Déterminer le rayon de convergence R et calculer la somme de la série entiére 3 v pour tout

x €] — R,R|.
2. En déduire 1 leur d b !
. En déduire la valeur en2=:1 W DEn 1)

Exercice 2759
Mines-Ponts PC 2015

n 1 —+oo
Soit, pour n € N*, H,, = > %etf:ajl—> > Hpz™.
k=1 n=1

1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére définissant f puis sa somme.

2. Déteminer le comportement de f aux bornes de l'intervalle de convergence.

(n+1)(2n+1)
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Exercice 2760
Mines-Ponts PSI 2005
. too 2n
Soit f:ix— > a™.
n=0 n
1. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére définissant f.
2. Montrer que f est solution sur | — R,R[ de I’équation différentielle :

(1 —4z)y'(x) = 2y(x).

3. En déduire f.

Exercice 2761

Mines-Ponts MP 2013

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = e®sin(z).

1. Justifier que f est développable en série entiére et donner une expression simple de son développement en série
entiére.

2. Montrer que:

n—1

> (—1)F 22 nm
vnen, kzzo 2k DIkt 7l sin (77 )

Exercice 2762
Mines-Ponts PSI 2018. Mines-Ponts PC 2019. IMT PSI 2019
Soit (un)nen la suite définie par ug € R et:

n
VneN, upy = g UpUpy—F -
k=0

+o0
Soit f:rax— > upa™.
n=0

1. On suppose que f a un rayon de convergence R strictement positif.
Exprimer f(x) pour tout = €] — R,R|.
2. En déduire une expression de u,, en fonction de n.

Exercice 2763
Mines-Ponts MP 2018. Mines-Ponts PC 2007. CCP PSI 2013 N
no(n X a
Soit (an)nen la suite définie par ag = 1 et, pour tout n € N, ap11 = > (k) ApGp—p, et fraxr— > —T:CL‘" la série
k=0 n=0 T
génératrice exponentielle associée a la suite (a,)nen-
1. On suppose que la série entiére définissant f a un rayon de convergence non nul.
En considérant un produit de Cauchy, déterminer une équation différentielle vérifiée par f puis la résoudre.
En déduire 'expression de a, en fonction de n.

2. Vérifier le résultat précédent.

Exercice 2764
CCINP MP 2019

1. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére > In(n)z™, dont on note f(x) la somme.
n=2

2. Montrer que:

Vr el - RR], (x—1)f(z)= iln (1 _ i) ",

n d
3. En remarquant que, pour tout n > 2, In ( n 1) = / —x, encadrer (z — 1) f(x) pour z €] — 1;1].
n— n—1 T

4. Déterminer un équivalent de f(z) en R.
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Exercice 2765
Mines-Ponts PC 2016

Soit f:x+—— > In(n)z™.
n>2

1. Déterminer le rayon de convergence R de f.
2. Déterminer un équivalent de f(z) quand x — R~ et quand x — —R™T.

Exercice 2766
Mines-Ponts PC 2017. IMT PC 2018

Soit p € N* et A € M,(C). Déterminer le rayon de convergence de la série enticre > tr(A™)
n>=0
fonction du polynome caractéristique de A.

Exercice 2767
Mines-Ponts MP 2013. CCP P5112017. CC’HXP PSI 2021. IMT PSI 2016. CCP PC 2005

1+4¢2
Pour tout n € N, on pose a,, = / (;) dt.
0

1. Montrer que la suite (a,)nen converge et déterminer sa limite.
2. Montrer que la série Y (—1)"a,, converge et déterminer sa somme.
n=0
—+oo
3. Soit f:xr— > ana™
n=0

a) Montrer que:

1
Vn € N, > .
n an/n+1

En déduire le rayon de convergence de la série entiére définissant f.

b) Montrer que f est solution d’une équation différentielle que ’on déterminera.

Exercice 2768
Mines-Ponts MP 2016
Soit o € R.

1. Déterminer le développement en série entiére de ¢, :] — 1; 1[— R,  — cos(aArccos(z)).
2. Pour quelles valeurs de « la fonction ¢, est-elle polynomiale?

Exercice 2769

Mines-Ponts PSI 2013. Mines-Ponts PC 2015
1. Déterminer le développement en série entiére de la fonction  — Arcsin(z) au voisinage de 0.
Arcsin(x)

V1—22

2. Déterminer le développement en série entiére de la fonction x —

En déduire la valeur de la somme :

=7

3. Déterminer le développement en série entiére de z — (Arcsin(x))?

En déduire la valeur de la somme:

au voisinage de 0.

Exercice 2770
CCINP PSI 2019. CCP PC 2007

. . . n!
1. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére >

: 2n+1.
n201~3---(2n+1)

1 n!
Pour tout = €] — R,R|, : = —_
our tout x €] [, on pose: f(x) ngo T3 2n D)

2. Montrer que f est solution de I’équation différentielle (E): (x2 - 2) y +xy+2=0.

2n+1

2" et sa somme en

au voisinage de 0.
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3. Déduire de ce qui précéde une expression explicite de f.

|
4. La série Y o

N 2n+1

z converge-t-elle pour x = R?

Exercice 2771

Mines-Ponts PSI 2015
x2n+1

1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére ) ——.
n20 1T (2k + 1)
k=0

2. Montrer que:

o0 +oo
1 (=)
T Jre
n N |
= 2k +1) = 2nnl(2n + 1)
k=0
Indication. — Considérer une équation différentielle.

Exercice 2772
Mines-Ponts PC 20169.: CCP PSI 2005

. z2 t2
Soit f:x—> e_T/ ez dt.
0

1. Justifier que f est développable en série entiére.
2. Déterminer le développement en série entiére de f de deux fagons

"L /n\ (=1)F _22"(n!)?
vneN, ;<k)2k+1 T @nt )l

3. En déduire que:

Exercice 2773

Mines-Ponts MP 2016. Mines-Ponts PSI 2016. Centrale MP 2005

Soit n € N*. On note D,, 'ensemble des dérangements de [1,n], c’est-a dire 'ensemble des permutations de [1,n]
n’ayant pas de point fixe, et on pose d,, = Card(D,,) en convenant que doy = 1.

nl = zn: <Z) dy_.

k=0

1. Montrer que:

2. On considére la série génératrice exponentielle de la suite (d,)nen, c'est-a-dire la série entiere > —a™.

n>0 n!
Montrer que son rayon de convergence est supérieur ou égal al.

N (=R
dn—nlz X
k=0

3. En déduire que:

4. Montrer que:

|
Vn €N, dnz{”#lJ.
e 2

Exercice 2774 - Partitions. Nombres de Bell
Mines-Ponts MP 2021. Mines-Ponts PSI 2019. Mines-Ponts PC 2019
Soit n € N et E,, un ensemble de cardinal n. On note B,, le nombre de partitions de E,, avec By = 1 par convention.

1. Calculer By, By et Bs.
2. Montrer que, pour tout n € N, on a:

"\ /n
Bpi1 = Z (k)Bk
k=0
3. Soit G la fonction génératrice exponentielle de la suite (B, )nen définie par:

“+o0
G(z) = Z an”.

n!
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Montrer que le rayon de convergence R de cette série entiére est non nul puis que, pour tout z €] — R,R[, G(x) =
e 1,

4. En déduire la formule de Dobinski : N
Ry
vneN, B,=- —.
e ¢ k;) Kl

Exercice 2775

X MP 2005. X - ESPCI PC 2018. Mines-Ponts MP 2017. Mines-Ponts PSI 2019. Mines-Ponts PC 2019. CCP PSI
2017

Soit n € N* et I,, le nombre d’involutions de {1,...,n}, c’est-a-dire le nombre d’applications o € &,, telles que
o oo = 1Id. On convient que Iy = 1.

1. Calculer I et I5.
2. Montrer que:
V’I’LGN*, In—i—l =1, +nl,_4.

+oo [
3. Soit f:rxr— > —ﬁx” et R son rayon de convergence.
n=0 1:

Montrer que R > 1.
4. Déterminer une équation différentielle vérifiée par f sur | — R,R[ puis la résoudre.
5. En déduire R puis une expression de [, en fonction de n.
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CHAPITRE XXVII

SERIES DE FOURIER

Exercice 2776
Soit f la fonction 2m-périodique définie sur [—m,7] par f(z) = x2.
1. Déterminer la série de Fourier de f et étudier sa convergence.
to 1t (-t ot
2. En déduire ) —, >3 ~—F5—et > —.
n =

n=1"M n=1 1n



CHAPITRE XXVIII

INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

1 Etude de la convergence

Exercice 2777
CCP PSI 2016. CCP PC 2014

+oo esin(iﬁ)

dt.

Déterminer la nature de I'intégrale / "
1

Exercice 2778
Centrale PSI 2013. CCP PSI 2016. CCP PC 201/

400
1
Déterminer la nature de l'intégrale / sin(t) sin (t) dt.
0

Exercice 2779

+oo
Déterminer la nature de l'intégrale / (t +2—\t2 + 4t + 1) dt.
0

Exercice 2780

+oo
Déterminer la nature de I'intégrale / (€/t3 +1-— \/152 + 1) dt.
0

Exercice 2781
CCP PSI 2018

2

¢ dt
Déterminer la nature de l'intégrale / Tdt.
n
e

In(t))

Exercice 2782

+oo 1
Déterminer la nature de I'intégrale /2 Wdt.

Exercice 2783

+oo 1
Déterminer la nature de l’intégrale L Wdt

Exercice 2784

1

+oo
Déterminer la nature de l'intégrale /2 Wdt.

Exercice 2785

1
1
Déterminer la nature de l'intégrale / ——dt.
o Arccos(1—1t)
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Exercice 2786

400 t
1
Déterminer la nature de I'intégrale / (e — (1 + t) ) dt.
0

Exercice 2787
+oo 1
Déterminer la nature de l'intégrale / —dt.
1

1
tCOS ( t )
Exercice 2788

“+o0
Déterminer la nature de 'intégrale / ¢t dt.
1

Exercice 2789

“+o0
Déterminer la nature de l'intégrale / e~ (1) gy,
0

Exercice 2790

+o0
1 1
Déterminer la nature de l'intégrale / ( — ) dt.
)y Vi Vet

Exercice 2791

ER .
S t) — t
Déterminer la nature de U'intégrale / Mdt.

0 t3
Exercice 2792
oo In(t)

dt.
2 -1

Déterminer la nature de 'intégrale /
0

Exercice 2793 )
B dt
Soit a € R. Etudier la nature de l'intégrale —

0 Vitr —t2

Exercice 2794

Soit (a,b) € R2. Etudier la nature de I'intégrale /
0 Vi

Exercice 2795
Putnam 1995

Too ¥t a— Vt+ bdt

+oo
Déterminer les couples (a,b) € (Ri)z pour lesquels I'intégrale / (\/\/CL‘ +a— - \/\/:73 -V — b) dx converge.
b

Exercice 2796 N
o0
Soit a € R. Etudier la nature de l'intégrale / t¥e~tdt.
0

Exercice 2797
ICNA PSI 2013. ICNA PC 2017

+oo
Soit o € R. Etudier la nature de I'intégrale / t (1 — efﬁ) dt.
0

Exercice 2798
IMT MP 2019

—+oo
Soit a € R. Etudier la convergence de 'intégrale / t*1n (t + eat) dt.
0

Exercice 2799

; oo g
Soit (a,3) € (R*). Etudier la nature de l'intégrale /
0

—dt.
t> + 18
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Exercice 2800

. ™ L% t
Soit a € R. Etudier la nature de l'intégrale / sin”(t)
0

t(m—1t)

Exercice 2801 .
j 3
Soit o € R. Etudier la nature de U'intégrale / tan®(t)dt.
0

Exercice 2802
IMT PC 2019

Foo 342
. t
Soit a € R% . Etudier la nature de 'intégrale / sin_ ()
0

tO&

dt.

Exercice 2803
X - ESPCI PC 2008

+o0o o

. it

Soit (,3) € (Ri)Q. Etudier la nature de 'intégrale / sin (¢%)
0

tB

dt.

Exercice 2804 .

. o 1
Soit (o,3) € R2. Etudier la nature de Iintégrale / ——dt.

() e N S IS

Exercice 2805

) oo ¢ In(t)
Soit (a,8) € R2. Etudier la nature de l'intégrale / —=

o (t+1)F

Exercice 2806
CCP MP 2017

) oo 1
Soit (a,8) € R2. Etudier la nature de l'intégrale /0 mdt.

Exercice 2807
CCP MP 2017

Soit (a,8) € R2. Etudier la nature de 'intégrale /
0

+oo 1 a _ ja
Mdt.

tB

Exercice 2808

ESCP 2001

+oo «@
. t
Soit (,3) € R2. Etudier la nature de I'intégrale /
0

——dt.
14t

Exercice 2809
Mines-Ponts MP 2015. Mines-Ponts PC 2018. IMT MP 2016

- T In (1 + ¢~
Soit (,3) € R2. Etudier la nature de I'intégrale / In(1+%%)

de.
0 th

Exercice 2810

+oo
Soit o € R et f : [1, 4 oo[— R une fonction continue telle que l'intégrale /1 f(#)dt converge.

@)

Montrer que l'intégrale / tTdt converge.

1

Exercice 2811
Mines-Ponts MP 2018

+oo
Soit f € C(R4,R) et sp € R tels que / e *0! f(¢)dt converge.
0

+oo
Montrer que, pour tout s > sg, / e *' f(t)dt converge.
0
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Exercice 2812
X MP 2005

1
Soit f € C(R,R), intégrable, et g la fonction définie sur R* par g(z) = f <x - >

x
Montrer que g est intégrable sur R* et sur R* et que:

/O g(z)dzr + /O+Oog(m)dx = /+oo f(z)dz.

—00 — 00

Exercice 2813 - Inégalité de Hardy
X MP 2013

1 x
Soit f € C°(Ry,R) telle que f2 soit intégrable sur R,. Pour z € R* , on pose g(x) = 5/ f(t)dt.
0

Montrer que la fonction g2 est intégrable sur R, et que:

“+o0 +oo
/ g (t)dt < 4 / F2(t)dt.
0 0

Exercice 2814 - Inégalité de Weyl

Soit f: Ry — R une fonction de classe C'. On suppose que les fonctions f’ et x — xf(x) sont de carré intégrable

sur Ry.
Montrer que:

+oo +oo +oo
/0 (1)) dt<z\/ / t2<f<t>>2dt\/ / (1))t

Exercice 2815 - Inégalité de Wirtinger
Mines-Ponts PC 2021. ESCP 2019
Soit f une fonction de classe C* sur [0;1] telle que £(0) = f(1) = 0.

1
1. Montrer que l'intégrale I(f) = / cotan(rt) f(t) f'(t)dt converge puis que:
0

I(f) = g/o (£(£))? (1 + cotan®(nt)) dt.
2. Montrer que: 1 1
/O (f(t))*dt < % i (f'(t))2dt.

3. Etudier le cas d’égalité dans I'inégalité précédente.

2 Calculs d’intégrales généralisées

Exercice 2816
dx

x+2)(x+3)

“+o0
Montrer la convergence puis calculer 'intégrale /
o (z+1)(

Exercice 2817
T

+oo
Montrer la convergence puis calculer I'intégrale ———du.
& P & /0 B+a2+r+1

Exercice 2818

—+o00
T
Montrer la convergence puis calculer l'intégrale dx.
versence p & /2 @2 1) (2 +1)
Exercice 2819
+o0o d
Montrer la convergence puis calculer 'intégrale / S —
0 (x4 1)%(z +2)?
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Exercice 2820
xn—l

dx.
z2n 41 .

“+o0
Soit n € N*. Montrer la convergence puis calculer I'intégrale /
0

Exercice 2821
Foo dz

w T2+azx+b

Soit (a,b) € R?, a® < 4b. Montrer la convergence puis calculer I'intégrale /

Exercice 2822

+o0 d
Montrer la convergence puis calculer 'intégrale / — v — dz.
o @D+
Exercice 2823
+oo
Montrer la convergence puis calculer 'intégrale / e Vda.
0
Exercice 2824
“+o0 1— efzzzt2
Soit x € R’ . Montrer la convergence puis calculer I'intégrale / Tdt.
0

Exercice 2825
IMT PC 2010

+oo
Montrer la convergence puis calculer 'intégrale / |x]e”"da.
0

Exercice 2826
CCP PSI 2014

oo
Montrer la convergence puis calculer 'intégrale / ze~ #ldz.
0

Exercice 2827
Mines-Ponts PSI 2017

)
Montrer la convergence puis calculer 'intégrale / Vtan(z)dz.
0

Exercice 2828
Mines-Ponts MP 2021. TPE PC 2005

+oo
1 1
Montrer la convergence puis calculer 'intégrale / <Arcsin <> — ) dz.
1 X X

Exercice 2829

Foo dx
Déterminer les valeurs de n € N pour lesquelles I'intégrale / ———————— converge auquel cas calculer sa
1

(m+ Va2 + 1)”

valeur.

Exercice 2830
CCINP PC 2019
dx

+oo
Déterminer les valeurs de n € N pour lesquelles I'intégrale / ———————— converge auquel cas calculer sa
1 (z+ Va2 — l)n

valeur.
Exercice 2831
Montrer 1 '111"t'1/1 dz
ontrer la convergence puis calculer 'intégrale i
peneep B Gy Vi
Exercice 2832
+oo dz

1 w2+ 1

Montrer la convergence puis calculer 'intégrale
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Exercice 2833

teo dx
Montrer la convergence puis calculer 'intégrale / _.
senee p g ), Va(l+a?)

Exercice 2834
X MP 2005

1
dx
Montrer la convergence puis calculer 'intégrale /

0o (1 —.Z‘).

Exercice 2835

Mines-Ponts PC 2016 X

Soit (a,b) € R?, a < b. Montrer la convergence puis calculer I'intégrale /

a

Exercice 2836
Mines—Pontls PSI 2013

Caleuler | —— % da.
0 (1—1—.1‘2) 1— x4

Exercice 2837
Mines-Ponts PSI 2017

1
dz
Montrer la convergence puis calculer 'intégrale /

1 (2—22) V1 —a?

Exercice 2838

1
1 1
Montrer la convergence puis calculer 'intégrale / ( — ) dzx.
g p g R e

Exercice 2839
dx

“+oo
1. Montrer la convergence puis calculer I'intégrale / ——

o x°+1
dx

1
2. En déduire / _—
o V213

Exercice 2840
IMT PSI 2013

1
Soit 1= [
0 (22— 23)7

1. Justifier la convergence de I.

2. Mont I 3/+OO d is calculer
. ontrer que = — —————— puils calculer I.
d 2 )y £—_t+1?

Exercice 2841

Feo dzx
Montrer la convergence puis calculer 'intégrale /
1 x

V1t a3 b

Exercice 2842
Mines-Ponts PSI 2016

s

(t—a)(b—1t)

sin® ()

2
Soit p € R. Déterminer, selon p, 'existence et la valeur de /
o cosP(

Exercice 2843

Mines-Ponts MP 2018. Centrale PC 2008. IMT MP 2018, CCP PSI 2016. ENSEA PSI 2021

x) + sin? (z)

Montrer que les intégrales I = / ’ In(sin(#))d6 et J = / i In(cos(#))dé sont convergentes puis calculer leurs valeurs.
0

0

Baptiste GORIN



XXVIII INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

350

Exercice 2844
Mines-Ponts PC 2021

Pour n € N*, on pose I,, = / cos(2nz) In(sin(x))dz.
0

[NE]

1. Justifier 'existence de I,,.

2. Pour tout n € N*, calculer 2nl,, — 2(n + 1)1, 4.
En déduire la valeur de I,,.

Exercice 2845
dx
Ver+1°

+oo
Montrer la convergence puis calculer 'intégrale /
0

Exercice 2846

Mines-Ponts MP 2005 )

|
Montrer la convergence puis calculer 'intégrale / &
0o Va(

dz.
1—x)2

Exercice 2847

Mines-Ponts MP 2017 .

1—
Montrer la convergence puis calculer 'intégrale / Lsx)dx.
0

T2

Exercice 2848

400 e®

Soit (a,b) € (Ri)Q. Montrer la convergence puis calculer 'intégrale /

Exercice 2849
X - ESPCI PC 2017

Feo dx
Soit a € R. Montrer la convergence puis calculer l'intégrale / 0T
0 X

) (1+2)

Exercice 2850

x — Arctan(x)

+oo
Montrer la convergence puis calculer 'intégrale / dzx.
0

23
Exercice 2851
IMT PC 2018

Montrer la convergence puis calculer 'intégrale /
1 X

o Arctan(z)
———dx

Exercice 2852
IMT MP 2013

+oo
x — Arctan(z
Montrer la convergence puis calculer 'intégrale / ( (2)
0 X

1+ 22) Arctan(z)

Exercice 2853

T rArcta
Montrer la convergence puis calculer 'intégrale / Ln(f)
0 (x2+1)

Exercice 2854
IMT PSI 2021

400 1
Montrer la convergence puis calculer 'intégrale / <1 — zArctan ()) dz.
0 xr

Exercice 2855 )
r+1

+o0
Montrer la convergence puis calculer 'intégrale / <
0

. e
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Exercice 2856
CCINP PC 2019

+oo
Montrer la convergence puis calculer 'intégrale / —
0 (1+a?)

x1n(x)

dx.

Exercice 2857

1
Montrer la convergence puis calculer 'intégrale / (
0

Exercice 2858
Mines-Ponts MP 2016

o0 1
Montrer la convergence puis calculer 'intégrale / de.
O :,L.

Exercice 2859
T In(x)

——Z2dz.
1 2vx?2 4+ 1

Montrer la convergence puis calculer 'intégrale

Exercice 2860

$2

T

+o0
Montrer la convergence puis calculer 'intégrale /
0

Exercice 2861
X PC 2001. TPE MP 2013. ICNA PSI 2018. CCP PC 2018

: * : 1 1A oo ln(a:)
Soit a € R% . Montrer la convergence puis calculer 'intégrale
0

2 +a2

Exercice 2862
Mines-Ponts MP 2016
Montrer que:

1
Vn € N, /0 x"ln(l—x)dx:—n+1kzg.

Exercice 2863
Mines-Ponts MP 2018. Mines-Ponts PC 2017. ENSEA MP 2017

) . o0 In(z)
1. Montrer la convergence puis calculer I'intégrale e dz.
0 x
2. Soit a € R . Montrer 1 is calculer D'inté 1/+oo In(z) d
. Soit a . Montrer la convergence puis calculer 'intégrale T.
+ seneep B @21 1) (22 + a?)

Exercice 2864
IMT PSI 2019

400 1
Montrer la convergence puis calculer 'intégrale / In (1 + 2) dz.
1 X

Exercice 2865
X - ESPCI PC 2016. Centrale PC 2014. IMT PSI 2019

; too 1
1. Soit o € R%.. Etudier la nature de l'intégrale / In (1 + ) dz.
0 X

2. Calculer cette intégrale pour a = 2.

Exercice 2866
oo dz
Soit a € R. Montrer la converge puis calculer 'intégrale / _—.
o  ch(z)+ ch(a)

Exercice 2867
Mines-Ponts MP 2019. Mines-Ponts PSI 2005

Pour tout n € N et tout = € R, on pose I,(z) = /
o cos(t) — cos(z)

™ cos(nt) — cos(nx) d
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1. Justifier I'existence de I, (x).

2. Déterminer une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 vérifiée par la suite (I,,(x))nen.

En déduire I,,(x).

Exercice 2868
CCP PSI 2017
to 1 T

On admet — = —.
n admet que ngl = 5

2

2X +1

1. Décomposer en éléments simples la fraction m

1
1
2. Justifier la convergence puis calculer I'intégrale / t LJ dt.
0

Exercice 2869

+oo
Soit n € N*. Montrer la convergence puis calculer I'intégrale I,, = / (
1

Exercice 2870
Mines-Ponts MP 2014. X PSI 2020. Centrale PSI 2013. CCP PC 2014

oo dz
Pour n € N*, on pose I, = [m W
1. Trouver une relation entre I,, et I,,11. En déduire la valeur de I,,.
2. Déterminer la limite de (v/nlp),, oy -

Exercice 2871
Centrale PSI 2017

too
Pour n € N*, on pose In:/ —_—.
o (141

1. Déterminer une relation de récurrence entre I,, 11 et I,.

2. Soit a € R et (un)nen- la suite définie par u, = In(I,) + aln(n).
Etudier, en fonction de «, la convergence de la suite (up,)nen+.

3. En déduire un équivalent de w,, quand n — +oo.

Exercice 2872
CCP PC 2005
. +oo dzx
Pour n € N*, soit I,, = —_—
0 (1 + 1'4)
1. Justifier la convergence de I, puis déterminer sa limite quand n — +oo.

1
2. En posant ¢ = —, montrer que
x

1 [t 1442
L == —dt.
! 2/0 1+t
1 L
En posant u =t — 7 en déduire I7.

3. Calculer I,, pour tout n € N*.

Exercice 2873

X MP 2018

Soit f € C! (]Rj_,R).
1. Montrer que:

2. En déduire que:

V(mmn) € (N*)?, n>m, |, 2_: f(k) = /n Ft)dt — M
k=m+1 m

1+ x)ntt dz
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3. Montrer que:
1

oot — [t] — = 1
R P _
/1 ; dt 5 In(27) — 1.

Exercice 2874
Centrale PSI 2018

Soit > a, une série réelle convergente. On note (S, )nen la suite de ses sommes partielles et S sa somme.
n>=0

an Sn

1. Déterminer les rayons de convergence des séries entiéres f(x) = > 'L " et g(x) = — ",
n

n>0 T n>0 n!
2. Montrer que: f' =4 —g.
3. En déduire que:

Vo € Ry, / F(t)e~tat = (g() - f(z))e™.
4. Calculer /+O° f(t)e tdt.
0

Exercice 2875
. L2 . . T f)
Soit (a,b) € (R +) , a < b, et f une fonction continue sur Ry telle que Tdt converge.

1
+o0 . b
Montrer que Uintégrale / flaz) — f(bx)
0 x

dxz converge et la calculer.

Exercice 2876 - Théoréme des moments de Hausdorff
Mines-Ponts PSI 2005

1. Théoréeme des moments de Hausdorff
b
Soit (a,b) € R?, a < b, f € C([a,b],R) telle que, pour tout n € N, / ft"de = 0.

Montrer que la fonction f est identiquement nulle.
2. Soit a € RY et f € C([—a,a]).

a
a) Montrer que f est paire si, et seulement si, pour tout n € N, f(t)tznﬂdt =0.
—a
a

b) Montrer que f est impaire si, et seulement si, pour tout n € N, / f®*"dt = o.

—a

3. Soit f la fonction définie sur R par f(z) = exp (—x‘i) sin (a:i) .
+o00

Montrer que, pour tout n € N, / f(@®)t"de = 0.
0

Exercice 2877 - Intégrale de Gauss

+oo )
1. Montrer la convergence de l'intégrale I = / e~ da.
0

2. Montrer que:
Ve el—1,+00[, In(l+4+2z)<a.

v 22\ " vn 2 vn 2\ "
Vn € N*, / (1 - > dz < / e " dx < / (1 + ) dz.
0 n 0 0 n

z
4. Pour tout n € N, on pose W,, = / cos™ (t)dt.
0

3. Montrer que:

Montrer que:
N

Vn e N*, /nWapyq < / e dz < VW _a.
0

5. Déduire la valeur de I de ’étude des intégrales de Wallis.
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Exercice 2878 - Intégrale de Dirichlet
Mines-Ponts PC 2018. ESCP 2010

1. Montrer que:

Y(p,q) € R2, sin? (p) — sin?(q) = sin(p + ¢) sin(p — q).

> gin®(t)
t2

+oo s +
t
2. Montrer que les deux intégrales / %dt et /
0 0

3. Pour tout n € N, on pose:

i ™

3 gin?(nt 3 sin?(nt % gin?(nt
an/ sin”(nh) gy, An:/ ST gy e Bn:/ sin”(nf) g,
0 t2 o sin®(t) o tan?t

Montrer que
vneN, B,<I,<A,.

4. a) Pour tout n € N, calculer A,, + A,,12 — 24,41 puis 4,, — B,,.
b) En déduire les valeurs de A4,, et B,, en fonction de n.
sin?(t)
t2

I oo
5. Montrer que lim — = / dt, et donner la valeur de cette derniére intégrale.
0

n—+oo n

Exercice 2879 - Intégrale de Dirichlet
Centrale PC 2018. CCP PC 2018
sin(t)

+oo
1. Justifier la convergence de [ = / Tdt.
0

2 sin((2n + 1)t
Pour tout n € N, on pose I, = / 7sm(( .n )
0 sin(t)

2. Montrer que la suite (I,,),en est constante.
3. Montrer que:

4. En déduire la valeur de I.

Exercice 2880 - Intégrale de Dirichlet
Centrale PC 2021

+oo i
4
1. Montrer la convergence de l'intégrale I = / #dt.
0

2. Montrer que:
0

3
Vo € R, / e %M cos(zsin(t))dt = = — /
0 2 Jo

“ sin(t)
4

dt.

3. En déduire la valeur de 1.

3 Etudes d’intégrales

3.1 Cas des fonctions positives

Exercice 2881
Soit f € C*(R4,R4), majorée. On suppose qu’il existe o € R% tel que:

Vo eRy, f(z) > af(a).
1. Montrer que la fonction f’ est croissante et que lim f/(z) = 0.
r——+o0

2. Montrer que $£1+noo f(z) =0.

3. Montrer que:
Ve eRy, f(z) < f(0)e™"Ve.

dt convergent et qu’elles sont égales.
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Exercice 2882
Mines-Ponts MP 2021. Mines-Ponts PC 2021
Soit f € C(R4,R,), décroissante.

1. Montrer que, si f est intégrable, alors lim zf(xz) = 0.
Tr—+00

2. La réciproque est-elle vraie?

Exercice 2883
Mines-Ponts PC 2018

+oo
Soit f : [1, + co[—> une fonction positive et décroissante telle que I'intégrale / f(t)dt converge.
1

1. Montrer que: lim xf(z) = 0.
xr——+00

+oo
2. Montrer que l'intégrale / t(f(t) — f(t+1))dt converge et calculer sa valeur.
1

Exercice 2884

Foeo dz
Déterminer un équivalent de I,, = / _.
L (it

Exercice 2885
Centrale PC 2016
Montrer que:

3.2 Cas des fonctions a valeurs réelles ou complexes

Exercice 2886
Soit f € C*([0, + oo[,R). On suppose que f + f’ est de carré intégrable sur R .
1. Montrer que f est bornée.
2. Montrer que lim f(x)=0.
T—+00

Exercice 2887
X - ESPCI PC 2008 N
Soit f : R — R une fonction continue telle que l'intégrale / | f(x)|dz converge.

— 00

—+o0
Déterminer lim |f(z+a) — f(z)|dx.

a—+oo | o

4 Théoréme de convergence dominée

Exercice 2888
CCINP PC 2019 oo

Pour tout n € N*, on pose I, = et dt.

0
Justifier Pexistence de I,, et déterminer la limite de la suite (I,)nenx.
Exercice 2889

CCP MP 2016
Montrer que:

—+00 n “+oo eft
lim n/ e * dx :/ —dt.
n——+o00 1 1 t

Exercice 2890
ENSAM PSI 2013. IMT P012016

Pour n € N, on pose I, = / %" dz. Etudier la convergence de la suite (I,)nen.
0
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Exercice 2891
TPE PC 2005

1 1
Déterminer la limite de I,, = / (1 — t%) " dt.
0

Exercice 2892

n —1 k
Soit p € [1, + oo[. Pour tout n € N*, on pose S,, = > (n) (=1) .
k=0

Déterminer un équivalent de S,, quand n — +oc.

Exercice 2893
Mines-Ponts PC 2017

Montrer la convergence puis calculer la somme de la série ) (—1)" /
0

n=0

Exercice 2894
CCP PC 2005

+oo
Soit & > —1 et, pour n € N*, [, = / 12t ¢,
0

w3

cos™ (t)dt.

Justifier la convergence de I,, puis déterminer la limite de suite (I,,)nen--

Exercice 2895
Mines-Ponts PC 2007

Lo
Déterminer la limite de I,, = /
0

—dt.
Vv1+tn

Exercice 2896

Mines-Ponts MP 2005 .

Soit f € C([0;1],R) et, pour tout n € N, I,, = / f@Emde.
0

1. Déterminer la limite de la suite (I,;)nen.

2. On suppose que f est dérivable en 0. Déterminer un développement asymptotique a deux termes de I,,.

Exercice 2897
Soit f : R — Ry une fonction continue par morceaux et intégrable.

Montrer que:
+o00

+oo
lim nln (1—1—f<$>> dx:/
n—-+oo o n o

Exercice 2898
Mines-Ponts MP 2016
Soit f € C(R4+,Ry), décroissante. Montrer que:

r——+00

Exercice 2899
X ESPCI PC 2008

“+oo
lim a:/ e M f(t)dt =
0

f(0).

Soit f € C'(R4,R) telle que f(0) = 0, f/(0) = 1 et, pour tout z € Ry, f(z) > z. Pour tout n € N*, on pose

+oo n
I, = ——dx.
/0 1+ n?(f(x))?
Déterminer la limite de la suite (Ip,)nens-

Exercice 2900
Mines-Ponts MP 2021
Soit f € C(R4+,R), bornée.
Montrer que:

+oo
lim 7nf(m) dz =
n—-+oo 0 1 + 77,2172

N}

Z1(0).
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Exercice 2901

X MP 2005. X - ESPCI PC 2018. Mines-Ponts PSI 2018. CCP PSI 2013

Soit f € C([0;1],R). Montrer que:
1

lim n/ t"f(t)dt =
0

n—-+4oo

Exercice 2902
X - ESPCI PC 2008

14+
Soit f € C(R) et, pour tout n € N* w,, = / f(")de.
1

1. Montrer que la suite (uy,)nen+ converge vers 0.
2. Déterminer la limite de la suite (nuy,)nens.

Exercice 2903
X PC 2005
Soit f une fonction continue sur [0; 1]. Montrer que:

n—-+oo

Exercice 2904
CCP PC 2018

teo At
Pour tout n € N, on pose I, = /
0

1424
Etudier lexistence de I,, puis la convergence de la suite (I, )nen-

Exercice 2905
X - ESPCI PC 2019. CCP PSI 2005. N&vale PSI 2019
R R A

0oVttt
Justifier 'existence puis déterminer la limite de I,,.

Pour tout n € N, n > 2, on pose [, =

Exercice 2906
TPE PC 2014
tn

400
Pour tout n € N, on pose I,, = / Wdt.

Justifier 'existence puis déterminer la limite de I,,.

Exercice 2907
X - ESPCI PC 2008

T (t4+ne ) (2 +1
Pour tout n € N, on pose I, = / ( ) ( )

dz.
et +n .

0
Déterminer la limite de la suite (I,)nen-

Exercice 2908
X - ESPCI PC 2018

Pour tout n € N, on pose I, = / (In(t))"dt.
1
1. Déterminer la limite ¢ de I,,.

2. Déterminer un équivalent de I,, — £.

Exercice 2909
CCINP PC 2021

lim n/lf(t)e_mdt = £(0).
0

1. Rappeler le développement en série entiére en 0 de la fonction exponentielle ainsi que son rayon de convergence.

Soit A €]1, + oo[l, M € Ry et f € C([1,A],R) telle que:

A
Vk € N, / thf(t)dt
1
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Soit (n,p) € N% et h €]1,A]. On pose:

2. Montrer que:

A
|Aammw

"1
M3
=1

En déduire que:

1

gM(ehT’—l).

3. Préciser lim (ef(%)p — 1) et montrer que:
p—>—+oo

4. Montrer que la fonction f est nulle.

Exercice 2910
Mines-Ponts PC 2016. IMT MP 2013
oo at
Soit I, = —_—
0o Virrtm
1. Déterminer les valeurs de n € N pour lesquelles I, est définie.

2. Déterminer la limite puis un équivalent de I,,.

Exercice 2911
! dz

" e VovE e

Etudier la suite a,, =

Exercice 2912
IMT PC 2018

1 ,2n+1
x In(z
Pour tout n € N, on pose I, = / 7()
0

po— dz.

1. Justifier 'existence de I,, pour tout n € N.

2. Montrer que la suite (I,)nen converge et déterminer sa limite.
3. Calculer I,, 11 — I, pour tout n € N.
4

. En déduire la valeur de Ij.

Exercice 2913
Centrale PSI 2021

—+oo
Pour tout n € N, on pose u,, = / e tsin®" (t)dt.
0
1. Montrer que la suite (u,)nen est bien définie et déterminer sa limite.

2. Déterminer une relation entre u,, et u,_1.
3. Pour tout n € N, on pose v, = /nuy,.

B v
Etablir la convergence de la série de terme général In ( - )
Un—1

4. Déterminer la nature de la série de terme général u,,.

Exercice 2914
Centrale PC 2018

e dt
Soit o > 1. Pour tout n € N*, on pose I, (a) = / —.
o (1+1%)

1. Montrer que I, («) est bien définie.
2. Déterminer une relation de récurrence entre I,,11 () et I, ().
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3. Déterminer la limite de la suite (I,,())nen=-

4. Montrer qu’il existe k(a) € RY tel que I,,(a) ~ .

Exercice 2915
Mines-Ponts MP 2005. Mines-Ponts PSI 2019
Soit (an)nen une suite croissante de réels strictement positifs telle lim a, = +oo.

n—+oo
Montrer que:
(s e
(=)™ ) do = .
0 n=0 n=0 n

Exercice 2916 - Théoréme de Cantor-Lebesgue
X MP 2005
Soit (a,b) € R%, a < b, (an)nen et (bp)nen deux suites réelles. Pour tout n € N, on considére 7, et 6, tels que
ap cos(nx) + by, sin(nz) = r, cos(nx + 6,,).
1. Montrer que:
b b—a

lim cos? (nx + 0,,)dx =
n—-+oo a

2
2. On suppose que, pour tout x € [a,b], lirf (an, cos(nz) + b, sin(nz)) = 0.
n—-+0o0

Montrer que les suites (a,)nen et (bn)nen convergent vers 0.

Exercice 2917 - Intégrale de Gauss
CCINP PC 2021

1. Rappeler la formule de Stirling.
+oo
2. On pose, pour n € N, [, = / et dt.
0

a) Justifier lexistence de I,,.
b) Montrer a 'aide d’une intégration par parties que, pour tout n € N, I,,11 = (n + 1)I,, et en déduire I,,.
3. Etudier les variations de la fonction S : z € [1, + co[— (1 + z)e™?.

n—1
En déduire que, pour n € N*, (S(z))" < (2> S(z).
e

, I t\" _,
4. Montrer que lim — 1+—] e *dt=0.
" n

n——+oo \/ﬁ

5. On admet que:
22 28
el

V. —1, In(1 <z—
x>-1, In(l+z)<x 5 3

Montrer que:
Vvn n too
lim (1 + x) e Vg = / e~ zdt.
n—+00 —vn \/’ﬁ o

. t—n

6. A laide du changement de variable u =
Vn

+o0 u n
/ (1 + > e Viudy — /21
—Jn vn

dans l'intégrale I,,, montrer que:

+oo 2
et déterminer la valeur de / e~ 2 dx.

— 00

Exercice 2918
X - ESPCI PC 2021. Centrale MP 2019. Centrale PSI 2015
n o]
1. Pour n € N*, on pose u, = Y z” In(n).
k=1

Montrer que la suite (u,)pen+ converge.
On note v sa limite.
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+oo
2. Montrer que 'intégrale I = / In(z)e™*dx converge et I = —.
0

Exercice 2919
ENS PC 2018
Soit E = C([0;1],R), f € E et (fn)nen une suite d’éléments de E.

1. On suppose que:
lim

1
n—-+oo 0 n—-+oo

Montrer que:

(fn(t) — f())%dt = 0.

1
lim
n—-+o0o 0

2. On suppose que la suite de fonctions (f;,)nen converge simplement vers f sur [0;1] et que:

lim / Falt)ldt = / @]t

n—-+o0o

Montrer que:

1
lim /0 |fr(t) — f(t)|dt = 0.

n—-+oo

5 Intégration terme a terme

Exercice 2920
% m n
Pour tout n € N, on pose I, = / (cos (5 Siﬂ(x))) dz.
0

1. Etudier la convergence de la suite (I,)nen.
2. Déterminer la nature de la série de terme général I,,.

Exercice 2921
CCP PC 2017

400
Pour tout n € N, on pose I, = / e "dx.
0

1. Montrer 'existence de I,, puis calculer sa valeur.
XX (=1)"n!

+oo
2. Mont “Pdx =
ontrer que /0 cos (Vz) e "dx Z @)

n=0

Exercice 2922
Mines-Ponts MP 2005. Mines-Ponts PSI 2018. Mines-Ponts PC 2019. IMT PSI 2017

“+o00
x
1. Montrer que l'intégrale I = / ——dx converge.
0

sh(z)
1 X2
2. En utilisant le développement en série entiére de T montrer que I = RZ:O W
72
3. Calculer I (on donne ((2) = F)

Exercice 2923
TPE MP 2005
Soit a € R. Montrer que:

+oo +oo n—1
-1
/ sm(am)dx _ (-1) a.
o e? +1 nzzl n? + a?

(fn(t))2dt=/0(f(t))2dt et Vge £, lim /Ofn(t)g(t)dtZ/O f(t)g(t)dt.
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Exercice 2924
Mines-Ponts PC 2019. Centrale PC 2018. ENTPE - EIVP PSI 2015. IMT PC 2018

Soit a € R. Montrer que:
/+°° sin(ax)d Ji:.o a
T = —_.
0 e® — 1 n? + a?

n=1

Exercice 2925
ENTPE - EIVP MP 2015
Montrer que:

teo T = 1
——dz = —.
/0 Q2 _gw Z (3n +2)?

n=0

Exercice 2926
CCP PSI 2018. CCINP PSI 2019. TPE PC 2019

Montrer que:
+o00 2 400
T 1
[T O
n=1

Exercice 2927
CCINP PC 201+9

On admet que Y ~—— = —.

n=1 Tl2 12
400 T
Montrer la convergence puis calculer 'intégrale / P 1dx.
0 €
Exercice 2928
Mines-Ponts PSI+2017
o0
On admet que / et dt = g Montrer que:
0
+oo +oo n
NE d ™ (-1)
x=-— ;
0 ex + 1 2 n—1 ’n,%

Exercice 2929
Mines-Ponts MP 2005. Mines-Ponts PC 2019. CCP PSI 2018

“+oo
On admet que / et dt = g Montrer que:
0

xr = .
et —1 2 n%
n=1

/+oo \/5(1 _ﬁ+w1
0

Exercice 2930
X PSI 2021. IMT MP 2017. Saint-Cyr MP 2016

On rappelle que (2) = 5 & = ™
n rappelle que = — = —.
n=1 TL2 6 L
In(1
Montrer la convergence puis calculer 'intégrale / de.
0 x

Exercice 2931
Mines-Ponts MP 2018 .

Pour tout n € N*| soit I,, = n/ In (1 +¢")dt.

0
Montrer que la suite (I,),en+ converge et déterminer sa limite.

Baptiste GORIN



XXVIII INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

362

Exercice 2932
1

1
Déterminer un développement asymptotique & 3 termes de I, = / mdz
0 X

Exercice 2933
Mines-Ponts MP 200/4. Mines-Ponts PC 2008. Centrale PSI 2009. Centrale PC 2013

1
In(z

Montrer la convergence puis calculer 'intégrale / T ( )2 dz.
0 — T

Exercice 2934

IMT MP 2016
. . n (1 — x2)
Montrer la convergence puis calculer 'intégrale ————dz.
0 x

Exercice 2935
Centrale MP 2005
1t 1 w2

On admet que: — = —.
1 n{:l TL2 6

Soit n € N. Montrer la convergence puis calculer les intégrales :
1 1 n 1 1 n
—1In zF | dz et / —In 2k ) dz.

Exercice 2936
ENS PC 2016. {\/[z'nes-Ponts PC 2019. CCINP MP 2021.ENSAM PSI 2017

On pose [ = / In(z) In(1 — x)dz.
0

1. Montrer que l'intégrale I converge et que:

2. En déduire la valeur de I.

Exercice 2937
Centrale MP 2005
Montrer que:

1,2 +oo

2% In(x) 1

———dz = —_—.
/0 217 Z(2n+1)2

n=1

Exercice 2938
TPE MP 2019. CCINP PC 2019
Montrer que:

") X (=D)"
/0 1+x2dx_ Z (2n +1)2°

n=0

Exercice 2939
CCP PC 2018

1. Donner le développement en série entiére au voisinage de l'origine de la fonction z —

172
2. On pose I :/ In"(z)

0o 1—=

dx.

a) Justifier la convergence de I.

+oo 1
b) Exprimer I en fonction de ¢(3) = >_

n=1 n3

_:I/'.
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Exercice 2940
Mines-Ponts PC 2014. Centrale PSI 2014. TPE PSI 2017. IMT PSI 2016. IMT PC 2019

—+oo 1 2
- (mi dz converge.

+oo |2 1,2
/ - (x)d:c:2/ - (x)dx
0 1—|—1‘2 0 1+$2

+o0 2 +o0 _1\n
[T R
o 1+a? o (2n+1)3

1. Montrer que l'intégrale /
0 1+z

2. Montrer que:

3. Montrer que:

Exercice 2941
CCP PSI 2013

1
1. Justifier I'existence de [ :/ g

o (1—z)
2. Montrer que:

+oo1 +C>o1

Exercice 2942
CCP MP 2016

1
In(1—
Montrer la convergence puis calculer 'intégrale / w

; = dx.

Exercice 2943
CCP PSI 2018. IMT PSI 2019. CCINP PC 2019. CCP PC 2010

Montrer que:
1 “+o0
In(z)In(1 — ) 1
/0 =) 5

n=1

Exercice 2944
Mines-Ponts PSI 2019. Mines-Ponts PC 2016. IMT MP 2017. CCINP PSI 2021

1 ) 2
On pose]:/ ln(l x2)ln(x )
0 x

1. Montrer que l'intégrale I converge et que:

72 (2n —1)2

2. On ad Tl
. t —_—_ = —
n admet que 712::1 3 G

En déduire la valeur de I.

Exercice 2945
Mines-Ponts PC 2021. IMT PC’ 2019

Justifier 'existence de / — et montrer que:

Exercice 2946
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1
Justifier 'existence de / x®dx et montrer que:
0

1 +oo n—1
A 2

n=1

Exercice 2947
Centrale PC 201/

no1
Pour n € N*, on pose H,, = ) T Montrer que:

k=1
+o0 _ 1 —+oo
(—1)nt / In(1l —z) 1
~ Hy=— | —Zdz=) —.
Z n ’ 0 1+2 r Z oIy 2

n= n=1

—

Exercice 2948

Mines-Ponts MP 2018. MZ"I’LGS—PO{LtS PC 2017

Pour tout n € N, on pose I,, = / t"v/1 — t2dt.
0

1. Montrer que:
n+1 I

n+4"

Vn € N, In+2 =

2. Déterminer un équivalent de I,,.
3. Montrer que la série de terme général I,, converge et calculer sa somme.

Exercice 2949
CCINP PC 2021 .
Bl
Pour k£ € N et « €]0; 1], on pose I, = / sin®(0)dé et f(x
0

/ﬁ

1. Rappeler la formule de Stirling.

k+1
2. a) Justilier 'existence de Iy ct montrer que, pour k € N, I o = ki::—-2 A
b) Exprimer, pour k € N, I5; a l'aide de factorielles.
1

3. Retrouver le développement en série entiére de la fonction z —

Vi—z

4. Justifier Pexistence de f(z) et montrer que f(x) = il %O < (2K)! >2x2’“.
3 2 \ 2 (k2

5. Déterminer la limite puis un équivalent de f(x) quand z — 1.

Exercice 2950 - Formule de Bailey-Borwein-Plouffe

X - ENS PSI 2013. X MP 201}

1. Montrer que:

tn— 1 +oo 1

« f
vn e N ‘[/ T Zomk(smn)'

2. En déduire la formule BBP :

”_fi 4 2 1
_k:016k 8k+1 8k+4 8k+5 8k+6)/°

Exercice 2951 - Calcul de ¢(2)
Centrale PC 2021

1. Déterminer le développement en série entiére de la fonction @ — Arcsin(z) et étudier la convergence aux bornes

de l’intervalle de convergence.

2. Soit n € N. Calculer /2 sin? L (¢)dt.
0
+oo ]

3. En déduire la valeur de }  —.
n=1
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6 Fonctions définie par une intégrale

Exercice 2952
Mines-Ponts MP 2018

Soit (a,b) €]1, + oo[?. Calculer /O In (Z_Z‘;Z?g) dt.

Exercice 2953

IMT PSI 2016. QCP PST 2013
. e 1

Soit f e S o mdt

1. Montrer que f est définie et continue sur R, .

2. Calculer f(0).

Indication. — Poser u =

| =

3. Déterminer la limite de f

—~

x) quand x — 4o0.

Exercice 2954
Mines-Ponts PC 2017

oo gt
Soit f la fonction défini = 1L
oit f la fonction définie par f(x) /1 (1 +1)

1. Déterminer le domaine de définition D puis étudier la continuité et la monotonie de la fonction f.

2. Pour tout = € D, calculer f(z + 1) + f(z). En déduire un équivalent de f(z) en +o0.

Exercice 2955
Mines-Ponts PC 2017

) Hoo dt oo at
SOltfxi—)/l metgxi—)/l m
1. Déterminer le domaine de définition D de f.

Montrer que f est décroissante sur D.

Calculer f(1).

1 [T du
2. Montrer que, pour tout z € R, g(z) = — (7
1 u

T 14+u)
In(2
En déduire que f(z) o ng(c )

Exercice 2956
CCINP MP 2021. ESCP 2015

oo dt
1. On pose, lorsque c’est possible, f(x) = /
1

L+t 4tott
Montrer que le domaine de définition de la fonction f est RY.

T
2. Montrer que f(1) = ——.
que f(1) 3v3

3. Montrer que f est continue sur R .
4. Montrer que f est décroissante sur R .

oo dt
5. Pour tout € R* | on pose g(x) = ——— . Montrer que:
%, on pose g() /1 T ) q
In2
vz €]0, + oof, g(z) = )
x

6. Montrer que:

In 2
va €0, + 00l 0< f() < —
En déduire wgrfoo f(z).
7. Montrer que:
Va €0, + oo 0<1n—2 f(z) <
. » ool N v Sor41

En déduire la limite puis un équivalent de f(z) quand z tend vers 0%.

In(2)
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Exercice 2957
t* —1

1
Déterminer I’ensemble de définition puis I’expression de f : x —— / W
0 n

Exercice 2958
CCINP PC 2021

Too gt
it f: —-
Soit f :x — /0 it o7

1
1. Vérifier que f est définie sur } 3 + o0 [

2. a) Montrer que, pour tout n € N*, f(n) = 2n(f(n) — f(n+1)).
Indication : effectuer une intégration par parties.

b) En déduire, pour n € N*, une expression de f(n) a laide de factorielles et de puissances de 2.

w

1 2
. Soit (z,y) € } 3 + oo[ tel que & < y. Comparer f(z) et f(y).

N

. Montrer que f est continue sur ] 3 + 00 [

“+oo
5. a) Que dire de la nature de 'intégrale / f(z)dz?
1

b) Déterminer un équivalent de f(x) lorsque  — 400 et retrouver le résultat précédent.

Exercice 2959
CCINP PC 2021
+oo e—mt
0 141
1. Montrer que f est définie sur RY.

dt.

Soit f:x—>

2. Montrer que f est positive et décroissante.
Déterminer sa limite en +oo.

3. Montrer que f est de classe C' sur R
Déterminer I'expression de f(z) — f/(z) pour x > 0 et en déduire que f est de classe C.

4. Montrer que:
+oo e—t
Ve e RY, f(z)= em/ Tdt'
x
En déduire la limite et un équivalent de f en 0F.

Exercice 2960
TPE PC 2017

Soit f la fonction définie par f(z) =

+o0 eitm -1

e~ tdt.

0
Montrer que f est de classe C! sur R. Calculer f/(x) pour tout = € R et en déduire I'expression de f(x).

Exercice 2961
Mines-Ponts MP 2005. Mines-Ponts PC 2021. IMT PC 2016

+oo : "
Soit f la fonction définie par f(z) = / e,tsm(x )dt.
0

1. Déterminer le domaine de définition D de f.
2. Montrer que f est de classe C! sur D.
3. Déterminer f.

Exercice 2962
IMT PC 2019
sh(xt)

“+o0
Soit f la fonction définie par f(x) = / e*tTdt.
0

1. Déterminer le domaine de définition D de f.
2. Montrer que f est de classe C! sur D.
3. Déterminer f.
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Exercice 2963

Mines-Ponts MP 2016. Mines-Ponts PSI 2019. Mines-Ponts PC 2021. Centrale MP 2005. Centrale PC 2017. CCP
PSI 2017. IMT PC 2016

Soit f la fonction définie par:

flx) = /0+OO cos(xt)e_tZdt.

1. Montrer que la fonction f est définie sur R.
2. Déterminer f en considérant une équation différentielle.
3. Déterminer f en considérant le développement en série entiére de la fonction cos.

Exercice 2964
Mines-Ponts MP 2016

1. Montrer que:

+o0 2
Vz € R, / e” 7 cos(at)dt =
0

2. En déduire que:

el T(n+y) =Yook

2 22np)

Exercice 2965
ENSEA MP 2018
Soit a € R*.
X2
(X2+1)(a?X2+1)

. ) T In (1 + a2t2)
2. Montrer la convergence puis calculer 'intégrale —ireZ
0

1. Décomposer en éléments simples

Exercice 2966
Mines-Ponts MP 2017. Mines-Ponts PC 2017. Centrale PSI 2017. ENSEA MP 2017. CCINP PC 2019. IMT PC 2019

) o Arctan(azt
1. Etudier la fonction f définie sur Ry par f(x) = / Mdt.

0 t(l + t2)
400 2
2. En déduire la valeur de / (Arthn(t)) dt.
0

Exercice 2967 - Intégrale de Dirichlet

X MP 2016. Mines-Ponts MP 2017. Mines-Ponts PSI 2019. Mines-Ponts PC 2021. Centrale MP 2019. CCP MP

2018 .
. o0 in(t

1. Etudier la fonction f définie par f(z) = / e*wtw
0

t

dt.

sin(t)

+oo
En déduire la valeur de / dt.
0

2. Montrer que

+o0 . 2 400 -
t t
/ <sm( )) dt — / sin( )dt.
0 t 0 t
Exercice 2968 - Intégrale de Gauss

X MP 2005. X - ESPCI PC 2021. X PC 2020. Mines-Ponts MP 2017. Mines-Ponts PSI 2019. Mines-Ponts PC 2015.

Centrale PC 2019. CCP PSI 2013. Navale MP 2019.
m2(1+t2)

1 —
1. Montrer que la fonction f : x — / ¢ (e dt est de classe C! sur R.
0

2. Montrer que:

Vz eR, f(z)= —26_12/ et dt.
0

+oo 2
3. Déterminer la valeur de / e~ dt.
0
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Exercice 2969 - Intégrale de Gauss

2,2

+oo —t7x +o0 5
Soif f la fonction définie par f(x) :/ 627dt et T z/ e ¥ dux.

1. Préciser le domaine de définition de f. Etudier la continuité et la dérivabilité de f.

2. Montrer que la fonction f est solution, sur R, du probléme de Cauchy :

{ y'(z) = 2zy(z) — 21

y(0) = g

En déduire la valeur de I.

Exercice 2970 - Intégrale de Gauss
TPE MP 2016

+oo
Soit f la fonction définie par f(x) = /
0

2
efa:t

—dt.
t2+1

1. Préciser le domaine de définition de f. Etudier la continuité et la dérivabilité de f.

2. Déterminer la limite de f(z) quand z tend vers +oo.

- +oo 2 +oo 2
3. Etablir que f(z) = 216”/ e " dt avec I :/ e " dt.
0

Ve
En déduire la valeur de I.

7 Divers

Exercice 2971
X MP 2013

1. Déterminer une fonction f : R} —— R% telle que:

T dt ot
Vr e RY, / = 2/ .
RN fay) VI
2. Soit (un)nen la suite définie par ug € R et, pour tout n € N, w41 = f(uy).

Montrer que la suite n converge et déterminer sa limite en fonction de ug.
neN
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CHAPITRE XXIX

EQUATIONS DIFFERENTIELLES

1 Equations différentielles linéaires du premier ordre

Exercice 2972 - 30
Déterminer les fonctions f : R — C, dérivables, telles que:

V(zy) €R? flz+y) = f(z)f(y).

Exercice 2973
Déterminer les fonctions f : R — R, dérivables, telles que:

Ve eR, f'(x)= f(z) —l—/o f)dt et f(0) =1.

Exercice 2974
ENSAM PSI 2013. TPE PC 2010
Déterminer les fonctions f : R — R, dérivables, telles que:

V(zy) €R? f(z+y) =e"f(y)+ e’ f(x)

Exercice 2975 -
Résoudre sur —35 I’équation différentielle :

y' = ytan(z) + sin(x).

Exercice 2976
TPE MP 2015
Résoudre sur } —35 [ I’équation différentielle :

y' = ytan(x) — cos?(z).

Exercice 2977
Soit A € R et f € C(R), 1-périodique.
L’équation différentielle ¥’ — Ay = f admet-elle une solution 1-périodique?

Exercice 2978
ENS PC 2018
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1. Déterminer les fonctions f € C(R) telles que f(0) = 1 et, pour tout (z,y) € R?, f(z +y) < f(z)f(y).
2. Existe-t-il des fonctions f € C(R), non de classe de C!, telles que, pour tout (z,y) € R?, f(x +y) < f(x)f(y).

Exercice 2979
Mines-Ponts MP 2019
Soit n € N* et (A4,B) € (M,,(C))2. On pose [A,B] = AB — BA. On suppose que A et B commutent avec [4,B]. Pout
+2
tout t € R, on pose f(t) = et4etBe 7 4B,
1. Montrer que:
Vk € N*, A*B — BAF = kA*"1[A,B].
2. Déterminer une équation différentielle vérifiée par f.
3. Montrer que:

A+B _ A B -5l

e =e e e 2

Exercice 2980
Soit a et b deux fonctions continues et impaires sur R, f une solution de I’équation différentielle 3/ (z) +a(x)y(z) = b(x).
Montrer que f est paire.

2 Equations différentielles linéaires du second ordre

Exercice 2981
CCINP PC 2019
Résoudre ’équation différentielle: y” + 4y’ + 13y = 0.

Exercice 2982
ENSEA PC 2019
Résoudre I’équation différentielle: 3 + 6y’ + 9y = 2ze 3%,

Exercice 2983
X - ESPCI PC 2019
Résoudre I’équation différentielle: y” + 2y’ + y = cos?(z).

Exercice 2984
Mines-Ponts MP 2018
L’équation différentielle y” + 4y = x cos(x) posséde-t-elle des solutions bornées sur R?

Exercice 2985
X - ESPCI PC 2008
Déterminer les fonctions f € C1(R) telles que, pour tout z € R, f/(z) = f(—=z).

Exercice 2986
Soit f : R — R une fonction deux fois dérivable telle que:

Vz eR, f'(x)—2f"(z)+ f(x) = 2e".
1. Montrer que, si la fonction f’ est positive sur R, alors f est également positive sur R.

2. La réciproque est-elle vraie?

Exercice 2987
En considérant la fonction z —— xy(x), résoudre sur R* I'équation différentielle:

zy” +2(x+ 1)y + (z +2)y = 0.

Exercice 2988
X - ESPCI PC 2019
2,11

1
Résoudre sur R* I'équation différentielle: xy"” + a2y’ +y = pe

Indication. — On pourra poser y(x) = z(In(x)).
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Exercice 2989

CCP PC 2016

On considére 'équation différentielle (E): (2z + 1)y” + (4= — 2)y’ — 8y = 0.

1. Donner une condition sur « pour que y : & — exp(az) soit solution de (F).

On choisit désormais un tel a.

2. Donner une condition sur z pour que y :  — z(z) exp(ax) soit solution de (FE).
3. En déduire les solutions de (E).

Exercice 2990
IMT MP 2019

1. Montrer que les solutions de ’équation différentielle y”” +y = e~V* sont les fonctions :
xr
z — acos(z) + Bsin(z) + / sin(z — t)e~Vidt avec (a,f) € R2.
0
2. Montrer qu'une seule solution admet une limite finie en +oc.

Exercice 2991
Soit ¢ € C(R,R, ), non identiquement nulle.
Montrer que 1'unique solution bornée de y”’ = qy est la solution nulle.

Exercice 2992
Mines-Ponts MP 2016
Soit ¢ € CY(R,,R) telle que, pour tout t € Ry, q(t) > 0 et ¢'(t) > 0.

Montrer que les solutions de 1’équation différentielle y” + q(z)y = 0 sont bornées.
/

Indication. — Multiplier par y—.
q

Exercice 2993
Soit I un intervalle ouvert non vide de R, p € C(I,C) et u une solution de y"” + py = 0.
1. On suppose que, pour tout ¢t € I, Re(p(t)) < 0.
Montrer que si, u s’annule deux fois sur I, alors la fonction u est nulle.
2. On suppose que, pour tout ¢t € I, Sm(p(t)) # 0.
Montrer que, si u s’annule deux fois sur I, alors la fonction u est nulle.

Exercice 2994
Soit I un intervalle de R et (¢,1) € (C(I,R))? . On suppose que, pour tout ¢t € I, ¢(t) < (t).
Soit x une solution non nulle de
2’ (t) + (t)z(t) = 0
et y une solution non nulle de
y"(t) + ¥ (t)y(t) = 0.

On suppose que x et y ne sont pas proportionnelles.
Montrer qu’entre deux zéros consécutifs de z, il y a au moins un zéro de y.

Exercice 2995
Mines-Ponts MP 2017
Soit ¢ € C([0;1],R4), f € C([0;1],R) et (a,b) € R2.

Montrer qu’il existe une unique fonction y € C?([0; 1],R) telle que y" — qy = f et (y(0),y(1)) = (a,b).

Exercice 2996
Déterminer les fonctions f : R — R, continues, telles que:

Vz €R, f(ac)+/0x(x—t)f(t)dt:1.
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Exercice 2997
CCP PC 2018
On souhaite déterminer les fonctions f : R} — R dérivables vérifiant :

wery f0=1(3) o)
1. Reésoudre: 3y —y' +y = 0.
2. Soit f vérifiant (% ). Montrer que f est de classe C? et exprimer f”(z) en fonction de z et de f(z) pour tout z € R
3. Soit f vérifiant (%) et g € C* (R%,R) telle que, pour tout z € RY, f(z) = g(In(x)).
Déterminer une équation différentielle vérifiée par g.
En déduire f.
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CHAPITRE XXX

FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

1 Calcul différentiel

Exercice 2998
CCP PC 2016
of

Soit E = {f € C' (R xRR) /V(z,y) € Ry x R,x%(m,y) + ya—y(:my) = 0}.

1. Soit g € C'(R,R). Pour tout (z,y) € Ry xR, f(z,y) =g (g)
x
Montrer que f € E.

2. Soit f € E et v € R. Pour tout t € RY, ¢(t) = f(t,vt).
Montrer que la fonction ¢ est de classe C! et que ¢’ est la fonction nulle.

3. Soit f une fonction de R} x R dans R.
Déduire des questions précédentes que la fonction f appartient a E si, et seulement si, il existe g € C*(R) telle que,

pour tout (z,y) € RY xR, f(z,y) =g (y)
x

2 Extrema

Exercice 2999
CCP PC 2017
Soit D =[-1;1] xRet f: (x,y) € D — 2* — /1 — 22 cos(y).
?(az,y) pour tout (x,y) € D.
Y

2. a) Déterminer les points critiques de f.

1. Calculer %(x,y) et

b) Montrer que:

V(zy) € D, f(zy)—f (?ﬂ) <2+ V1-—a2— Z.

3
¢) En posant t = v/1 — 22, montrer que f atteint son maximum global en <\2f,7r>

3. a) Etudier le signe de f(0,y) — 1.
b) Déterminer le développement limité & 'ordre 2 de f(x,7) — 1.
c¢) La fonction f admet-elle un extremum local en (0,7)?

4. Montrer que f admet un minimum global en (0,0).

Exercice 3000
Déterminer les extrema de f: (z,y) € R? — 23 + 33,
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Exercice 3001
CCINP PC 2019
Déterminer les extrema de f : (z,y) € R? — 2% + y> — 3ay.

Exercice 3002
Déterminer les extrema de f : (z,y) € R — (z — y)? + (z + y)>.

Exercice 3003
Déterminer les extrema de f: (z,y) € R? — 22 + 32 + 25.

Exercice 3004
CCINP PC 2019 )
Déterminer les extrema de f : (z,y) € (R})” — 2® + 3zy? — 152 — 12y.

Exercice 3005
TPE MP 2016
Déterminer les extrema de la fonction f : (z,y) € R? — 2% +y3 — 3y — 2.

Exercice 3006
Centrale PC 2008 Déterminer les extrema de f : (z,y) € R? — 2* + y* — 4ay.

Exercice 3007
TPE MP 2016. IMT PC 2019
Déterminer les extrema de f : (z,y) € R — 2 + y* — 2(z — y)%.

Exercice 3008
Mines-Ponts MP 2018
Déterminer les extrema de f : (z,y) € R? — 2* + y* — (z — y)2.

Exercice 3009
Mines-Ponts MP 2018
Déterminer le domaine de définition et les extrema de f : (z,y) — (z + y)* Y.

Exercice 3010
Mines-Ponts MP 2017

Déterminer les extrema de f : (z,y) € R? — ch®(x) — cos?(y) sur D = {(z,y) € R? /22 +¢? < 1}.

Exercice 3011
Déterminer les extrema de f : (z,y) € R? — 2%y + In (1 + 3?).

Exercice 3012
TPE MP 2013
Déterminer les extrema de f : (z,y) € R% x R — z ((In(z))? + y?).

Exercice 3013
CCP PC 2017 )
Etudier I'existence d’extrema de f : (z,y) € (R})” — zIn(y) — yIn(z).

Exercice 3014
Déterminer les extrema de f : (z,y) € R? — ze¥ + ye®.

Exercice 3015
Mines-Ponts MP 2016. ENSAM PSI 2015
Soit f la fonction définie sur (R4)? par:

flzy) = { Attty (z.y) € R4+)*\ {(0,0)}
0 si (2,y) = (0,0)

1. Montrer que la fonction f est continue sur (R, )2.
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2. Déterminer les extrema de f.

Exercice 3016
Mines-Ponts MP 2017
Soit f la fonction définie sur R? par:

ey — 4 Ty (2% +y?) si(z,y) #(0,0)
Flzy) _{ 0 si (z,y) = (0,0)

1. Montrer que f est continue sur R2.
2. Déterminer les extrema de f sur R2.

Exercice 3017
ENS PSI 2017

“+o0
Pour a = (ay,...,a,) € R™ on pose f(a) = / e (14 a1z + -+ apa™)* da.
0

1. Montrer que f est définie, de classe C! et positive sur R™.
2. Montrer que lim  f(a) = +o0.
o0

llall—+
3. Montrer que f admet un minimum.
On note a* = (af,...,a}) un point ol ce minimum est atteint.

4. Montrer que:
Vie[ln], dd+GE+Dal+---+(i+n)la; =0.

5. 0npose P(X)=1+ai](X+1)+a(X+1D)(X+2)+ - +a (X +1)(X+2)-- (X +n).
Montrer que:
PX)=a(X-1)--- (X —n)

puis que:

6. Montrer que:

En déduire f (a*).
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CHAPITRE XXXI

ESPACES PROBABILISES

1 Probabilité

Exercice 3018 - Inégalité de Boole
CCP PSI 2017
Soit n € N*, Ay,...,A, n événements d’un espace probabilisé (Q,A4,P).

Montrer que:
P (U Ak> <) P4y <P (ﬂ Ak> +n—1.
k=1 k=1 k=1

La premiére inégalité est linégalité de Boole

Exercice 3019
HEC ECS - Ezxercice sans préparation 2005
1. a) Soit A et B deux événements d’un espace probabilisé.
Montrer que: P(AN B) > P(A4) — P (B).
b) Caractériser le cas d’égalité dans l'inégalité précédente a 'aide de P(A U B).

2. Soit n événéments Ay, ... ,A,. Comparer P(A; N---NA,) et max P(4;)- > P (Aj)

Exercice 3020

ESCP Question courte 2005

Une urne contient 14 boules numérotées de 1 & 14. On en tire 7 sans remise.

Quelle est la probabilité que la somme des numéros obtenus soit égale & la somme des numéros des boules non obtenues?

Exercice 3021

Mines-Ponts MP 2016. Mines-Ponts PC 2021
Soit (£2,7,P) un espace probabilisé.

1. Soit A; et Ay dans T. Calculer

P(AjUA2) +P (A UAy) +P (A UA) +P (A UA).

2. Soit Ay,...,A, dans 7. On pose I';, = {Ah/Tl} NEEE {An,fn}. Calculer

> P(BiU---UBy).

(By,...,Bn)el,
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Exercice 3022

ENS MP 2018. Centrale PC 2017

Soit A et B deux événements d’un espace probabilisé (€2,.4,P).
Montrer que:

[P(A)P(B) — P(AN B)| <

RN

Caractériser le cas d’égalité.

Exercice 3023

Mines-Ponts PC 2016

Soit P une probabilité sur (N,P(N)).
Montrer que ngrfoo P({n}) =0.

Exercice 3024

Mines-Ponts PC 2017

Soit (an)nen une suite réelle strictement décroissante convergeant vers 0.
Déterminer A\ € R tel qu’il existe une probabilité P sur (N,P(N)) vérifiant :

vn €N, P([n,+ cof) = Aay,.

Exercice 3025

TPE PSI 2017

On tire cinq cartes d’un jeu de 32 cartes. Quelle est la probabilité d’avoir dans la main au moins une carte de chaque
couleur?

Exercice 3026

Dans une tombola, 1000 billets dont 2 gagnants sont mis en vente.

Quel est le nombre minimal de billets qu’il faut acheter pour que la probabilité d’avoir au moins un billet gagnant soit
supérieure ou égale a z? (z € [0;1])

Exercice 3027

Le joueur A posséde deux dés cubiques équilibrés numéroté de 1 a 6 et le joueur B un dé dodécaédrique équilibré
numéroté de 1 a 12. Le joueur qui fait le plus grand score a gagné; il y a match nul en cas d’égalité.

Déterminer la probabilité que A gagne et la probabilité d’avoir un match nul.

Exercice 3028
Soit (n,r) € N? avec n > 2 et r € [0,n — 2]. On considére n personnes dont A et B.

1. Elles s’alignent au hasard dans une file d’attente.
Déterminer la probabilité qu’il y ait r personnes entre A et B.

2. Reprendre la question précédente si elles se placent sur un cercle et si on compte les personnes entre A et B dans
le sens direct.

Exercice 3029

1. Déterminer le nombre de dominos dans un jeu complet.
On rappelle que sur chaque domino sont inscrits deux numéros de [0,6], distincts ou non.

2. On tire au hasard et successivement deux dominos d’un jeu complet.
Déterminer la probabilité que ces deux dominos soient juxtaposables, c’est-a-dire qu’ils aient un numéro en commun,
si les tirages s’effectuent
a) sans remise.
b) avec remise.

Exercice 3030
On dispose de 6 cartons portant le numéro 1 et 3 cartons portant le numéro 2.
3 cartons ont été placés de facon & former une matrice carrée :

1 2 1
o o o
o o o
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On place les 6 autres cartons afin de compléter la matrice.
Déterminer la probabilité que la matrice soit inversible.

Exercice 3031

Soit n € N, n > 5. Les n personnes d’une assemblée élisent leur président. Chacune des personnes vote pour 'un des
trois candidats a, b et ¢. Un candidat est élu s’il obtient au moins n — 2 voix.

Déterminer la probabilité pour qu’aucun des trois candidats ne soit élu.

Exercice 3032

Soit p € N, p > 2. Un joueur posséde p dés.

Il lance une premiére fois les p dés simultanément. Il met de coté les dés qui ont fait apparaitre le numéro 1.
Il lance une deuxiéme fois les autres dés. Il met & nouveau de coté les dés qui ont fait apparaitre le numéro 1.
Il poursuit ainsi I'opération jusqu’a ce qu’il n’ait plus de dés a relancer.

1. Pour n € N*| déterminer la probabilité p,, pour que le joueur effectue au plus n lancers.

2. Pour n € N*, déterminer la probabilité ¢, pour que le joueur effectue exactement n lancers.

Exercice 3033

X - ESPCI PC 2016

Soit n € N, n > 3. On place n boules discernables dans n urnes.
Calculer la probabilité qu'une seule urne soit vide.

Exercice 3034

X PC 2020

Soit n € N, n > 2.

1. Déterminer le cardinal de 'ensemble £ = {(A,B) € (P([1,n])?/ A C B}.

2. Deux parties de {1,...,n} étant choisies au hasard, déterminer la probabilité que 'une soit incluse dans lautre.

Exercice 3035

Mines-Ponts MP 2019

Soit n € N*. Une urne contient n boules. On en tire une poignée au hasard, on remet les boules dans 'urne et on tire
une deuxiéme poignée.

Déterminer la probabilité pour qu’aucune boule n’ait été tirée deux fois.

Exercice 3036

Mines-Ponts PC 2019

Soit (b,n) € (N *)2. Une urne contient b boules blanches et n boules noires. On effectue des tirages sans remise jusqu’a
I’obtention de toutes les boules noires.

Déterminer la probabilité d’avoir tiré toutes les boules.

Exercice 3037

Soit (n,p) € (N*)Q, n > 3 et p > 2. Une urne contient n boules numérotées de 1 & n. On effectue p tirages successifs
avec remise d’une boule dans cette urne.

Pour k € [1,p], on note zy, le numéro de la k-iéme boule tirée.

1. Déterminer la probabilité pour que x1 < xp.

2. Déterminer la probabilité pour que la somme des numéros tirés soit égale a p + 2.

3. Déterminer la probabilité pour que deux numéros exactement apparaissent.

Exercice 3038

Soit n € N*. Une urne contient une boule rouge, une boule blanche et une boule noire. On tire successivement n boules
de l'urne avec remise dans I'urne de la boule tirée aprés chaque tirage.

1. Quelle est la probabilité d’obtenir au moins une boule rouge au cours de ces n tirages?

2. Quelle est la probabilité d’obtenir au moins une boule de chaque couleur au cours de ces n tirages?

3. Quelle est la probabilité pour que la premiére et la derniére boule tirées soient de la méme couleur?

Exercice 3039
Soit n € N*. Une urne contient 2n boules numérotées de 1 & 2n. On tire toutes les boules successivement et sans
remise.

1. Déterminer la probabilité de tirer les numéros impairs dans ’ordre croissant, non nécessairement consécutivement.
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2. Déterminer la probabilité de tirer les numéros impairs dans ’ordre croissant et consécutivement.

Exercice 3040

Soit (r,n) € (N*)2. On lance au hasard r boules numérotées de 1 & r dans n boites numérotées de 1 a4 n. On suppose

que tous les lancers sont équiprobables.

1. Déterminer la probabilité pour que les boites numéros un et deux regoivent des boules et qu’elles soient les deux
seules boites & en recevoir.

2. Déterminer la probabilité pour que chaque boite regoive exactement deux boules; discuter suivant les valeurs de r
et n.

Exercice 3041

Un oral de concours auquel se présentent 50 candidats se déroule de la maniére suivante : I’examinateur dispose d’une
boite contenant les 50 questions du programme; le premier candidat tire au hasard sa question dans la boite, le second
tire parmi les 49 questions restantes,...

Un candidat & l'oral a fait 'impasse sur une seule question.

Y a-t-il, pour lui, un rang de passage préférentiel ?

Exercice 3042

Centrale PC 2017. ESCP 1999

On considére n équipes de football de premiére division et n équipes de deuxiéme division. On tire au sort n rencontres

entre ces 2n équipes (on représente chaque équipe par une boule placée dans une urne et on extrait au hasard et une

par une les boules de cette urne, I’équipe correspondant au (2k 4 1)-iéme tirage rencontrant ’équipe correspondant

au (2k + 2)-iéme tirage, pour k € [0,n — 1]).

1. Calculer la probabilité p, que tous les matchs opposent une équipe de premiére division & une équipe de deuxiéme
division.

2. Calculer la probabilité ¢, que tous les matchs opposent deux équipes de la méme division.

22n—1 2
Vn € N*, " < (:) < 2%

3. Montrer que:

4. Calculer lim p, et lim g,.
n—-+oo n—-+oo

2 Probabilités conditionnelles

Exercice 3043
Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que deux événements incompatibles soient indépendants.

Exercice 3044
Deux événements A et B sont dits indépendants conditionnellement & un événement C' si Po(ANB) = Po(A)Pc(B).
Montrer que A et B peuvent étre indépendants sans étre indépendants conditionnellement & un événement C'.

Exercice 3045
Soit A et B deux événements avec P(A) €]0;1].
Montrer que A et B sont indépendants si, et seulement si, P4 (B) = P5(B).

Exercice 3046
Soit A et B deux événements d’un espace probabilisé (€2,.4,P) avec P(A) > 0.
Montrer que:

Paus(ANB) <Pa(ANB).

Exercice 3047
Soit A et B deux événements d’un espace probabilisé (Q2,4,P) avec P(B) > 0.
Montrer que:

Paus(A) = Pp(A).

Exercice 3048
Un événement A est repoussé par un événement B si Pp(A) < P(A) et attiré par B si Pp(A) > P(A4).
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1. Soit A et B deux événements. -
Montrer que, si B attire A, alors A attire B et B repousse A.

2. Soit A, B et C trois événements.
Si A attire B et B attire C, est-ce que A attire C'?

Exercice 3049

TPE PC 2016

Soit n € N, n > 2, (€2,,A,P) un espace probabilisé et (Ay)xe[1,»] un systéme complet d’événements tel que (P(Ax))reqi,n]
soit une suite arithmétique avec P(A;) = 2%

1. Pour tout k € [1,n], exprimer P(A) en fonction de k et n.

2. On considére un événement B tel que, pour tout k € [1,n], P(B|Ay) = 2%

Exprimer P(B) en fonction de n.

Exercice 3050

EIVP PC 2017

Soit n € N, n > 2, (22,.A,P) un espace probabilisé et (Ay)rep1,] un systéme complet d’événements tel que (P(Ax))ke1,n]
1

soit une suite arithmétique avec P(A;) = 5
n

1. Pour tout k € [1,n], exprimer P(A) en fonction de k et n.

k
2. On considére un événement B tel que, pour tout k € [1,n], P(B|Ax) = o
n

Exprimer P(B) en fonction de n.

Exercice 3051
Mines-Ponts PC 2019

1
Soit A et B deux événements d’un espace probabilisé tels que P(A) = g et PA(B) = 1
Exprimer P (A) en fonction de Pz (Z)

Exercice 3052

Soit (Q,P(Q2),P) un espace probabilisé. On suppose que Card(2) est un nombre premier et que P est la probabilité
uniforme.

Montrer que deux événements non triviaux (c’est-a-dire distincts de & et de €2) ne peuvent pas étre indépendants.

Exercice 3053

Soit A, B et C trois événements d’un espace probabilisé (2,P(Q2),P).

1. On suppose que les événements A, B et C sont mutuellement indépendants.
Montrer que les événements A et B U C sont indépendants.

2. On suppose que les événements A et B d’une part, A et C d’autre part sont indépendants.
Les événements A et B U C' sont-ils indépendants?

Exercice 3054

Soit A, B et C trois événements tels que A soit indépendant de BU C et de BN C, B soit indépendant de A N C' et
C' soit indépendant de AN B. On suppose de plus que les probabilités P(A), P(B) et P(C) sont non nulles.

Montrer que A, B et C sont mutuellement indépendants.

Exercice 3055

Soit A, B et C trois événements mutuellement indépendants.

On pose P(A) =a, PLAUBUC) =1-b,P(ANBNC)=1-cet P(ANBNC) ==.
Montrer que:

(1—-c)(z+0) of P(C) = x
ax x+b’

P(B) =
puis que z est solution de I’équation :
az® + (ab— (1 —a)(a+c—1))z+b(1 —a)(1—c)=0.

En déduire que:
(1—a)?+ab

c >
1—a
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Exercice 3056
ESCP Question courte 2010
Montrer qu’une condition nécessaire et suffisante pour que deux événements A et B soient indépendants est que

P(ANB)P (ANB) =P (ANB)P(ANB).

Exercice 3057
HEC ECE - Ezercice sans préparation 2008
Soit A, B, C des événements de méme probabilité p et tels que

P(ANnBNC)=0.
2
1. Prouver que p < 3"
2
2. p peut-il prendre la valeur 3 ?

3. On suppose en outre que A, B et C sont indépendants deux & deux.
Prouver 'inégalité :

=
VA
N)_\ —

1
4. p peut-il prendre la valeur 3 ?

Exercice 3058

EIVP PSI 2017

Soit p €]0;1[. On dispose d’une piéce amenant pile avec la probabilité p.

On considére les événements A « la piéce améne pile pour la premiére fois a I'issue d’un nombre pair de lancers » et
B «la piéce améne pile pour la premiére fois a Iissue d’'un nombre de lancers multiple de 3 ».

Les événements A et B sont-ils indépendants?

Exercice 3059
1. Soit (an)nen~ une suite de réels de [0; 1]. Montrer que:

n n n n n 2
;Z;aiaj(ai —a;)? =2 (Z; a?) <Z; ai> -2 (2; a?)

2. Trois personnes A, B et C lancent chacune une fois le méme dé a n faces (pas nécessairement équilibré). On définit
les événements: E « A et B obtiennent la méme face » et F' « A et C obtiennent la méme face ».
Montrer que E et F' sont indépendants si, et seulement si, le dé est équilibré.

Exercice 3060

Mines-Ponts PC 2018

Soit n € N*. Une urne contient n boules blanches et n boules noires. On tire les boules deux par deux jusqu’a vider
l'urne.

Déterminer la probabilité d’obtenir & chaque tirage une boule blanche et une boule noire.

Exercice 3061

Soit n € N, n > 2. Une urne contient une boule blanche et une boule noire. On effectue n tirages successifs avec remise
de la boule tirée. On considére les événements A,, « on obtient, au cours des n tirages, des boules des deux couleurs »
et B, « on obtient, au cours des n tirages, au plus une boule blanche ».

Etudier I'indépendance de A,, et B,,.

Exercice 3062

ESCP 2003

On lance une piéce équilibrée n fois (n > 2). Pour tout k € {1,...,n}, Ay désigne 'événement « on obtient pile au
k-iéme lancer ». Soit A, 11 ’événement « le nombre de piles obtenus au cours des n lancers est pair ».

1. Déterminer les probabilités des événements Ay, k =1,2,...,n+ 1.
2. a) Déterminer la probabilité Pa,n...a, (Ant1)-
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b) En déduire que les événements Aj,...,A, 1 ne sont pas mutuellement indépendants (i.e. P(A; N---N A4, N
Ani1) # P(A1) - P(An)P(Ani1)).
3. Montrer que toute sous famille de n événements choisis parmi Ay, ...,A,,A,+1 est formée d’événements mutuelle-

ment indépendants.

Exercice 3063 - Indicatrice d’Euler

X - ESPCI PC 2016. Mines-Ponts MP 2016

Pour tout entier n > 2, on pose @ = [1,n]. On considére 'espace probabilisé¢ (£2,P(€2),P) ou P est la probabilité
uniforme.

Pour tout diviseur d de n, on note Ay I'’ensemble des multiples de d appartenant & €.

1. Calculer P(Ay).

2. Soit p; < p2 < ... < p, la suite des diviseurs premiers de n rangés par ordre croissant.
Montrer que les événements A,,,...,A,, sont mutuellement indépendants.

3. Soit p(n) le nombre d’entiers appartenant a {2 et premiers avec n.
Montrer que:
s 1
pn)=n (1 - > .
kl;[l Pk

Exercice 3064
Mines-Ponts MP 2016. Mines-Ponts PSI 2018. IMT MP 2018. ENTPE - EIVP MP 2015
Soit n € N* et Aq,...,A, des événements mutuellement indépendants.

n
Montrer que la probabilité qu’aucun des Ay ne soit réalisé est majorée par exp (— Z P(Ai)>.
i=1

Exercice 3065 1
Existe-t-il une probabilité P sur N* telle que, pour tout k € N*, P (kN*) = Z ?

Exercice 3066
X - ESPCI PC 2016
On dispose d’un test pour déterminer si un individu est atteint par une maladie donnée.

1
La probabilité qu’un individu soit malade est m; la probabilité que le test soit positif sachant que I'individu est
9999 1
malade est 70; la probabilité que le test soit positif sachant que 'individu n’est pas malade est 1000°

Calculer la probabilité qu'un individu soit malade sachant que le test soit positif.

Exercice 3067
Mon voisin a deux enfants.

1. Un des deux enfants est une fille.
Quelle est la probabilité que 'autre enfant soit un gargon?

2. Le plus jeune des deux enfants est une fille.
Quelle est la probabilité que I’ainé soit un gargon?
3. On suppose que:
— ce sont toujours les enfants qui décrochent le téléphone
— dans les familles avec un garcon et une fille, la fille répond au téléphone avec une probabilité p €]0; 1].

Je téléphone chez mon voisin, une fille répond.
Quelle est la probabilité que 'autre enfant soit un gargon?

Exercice 3068

Deux joueurs A et B s’affrontent lors d’un tournoi. Le joueur A (respectivement B) gagne chaque partie avec la
probabilité p €]0; 1] (resp. ¢ =1 — p).

Le joueur qui gagne deux parties de plus que son adversaire est déclaré vainqueur du tournoi.

Quelle est la probabilité pour que A soit déclaré vainqueur du tournoi?

Exercice 3069
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Trois joueurs A, B et C jouent de la fagon suivante: A et B jouent la premiére partie; le perdant est remplacé par
C pour la 2-iéme partie; le perdant de cette 2-iéme partie est remplacé par le perdant de la 1-iére partie; le jeu se
poursuit ainsi jusqu’a ce qu’un joueur gagne deux fois de suite; celui-ci est alors déclaré vainqueur.

1
On suppose qu’a chaque partie, la probabilité de gagner de chacun des joueurs est égale & 5

1. Soit n € N. Quelle est la probabilité pour que A soit déclaré vainqueur a 'issue:
a) de la 3n-iéme partie?
b) de la (3n + 1)-iéme partie?
c) de la (3n + 2)-iéme partie?

2. Quelle est la probabilité pour que A soit déclaré vainqueur?

3. Quelle est la probabilité pour que C soit déclaré vainqueur?

Exercice 3070

On considére 3 urnes Uy, Us et Us contenant chacune 3 boules blanches et 2 boules noires. On tire une boule de U; et
une boule de Us que I’on place dans Us; on tire alors une boule de Us.

On a obtenu une boule blanche de Us. Calculer la probabilité d’avoir tiré une boule blanche de U; et une boule blanche

de UQ.

Exercice 3071

Une urne Uy contient 3 boules blanches et 2 boules noires; une urne Us contient 1 boule blanche et 2 boules noires.
Une boule est tirée de U; et mise dans Us, puis une boule est tirée de Us et mise dans U;. Enfin, une boule est tirée
de Ul.

1. Déterminer la probabilité que la derniére boule tirée soit blanche.

2. La derniére boule tirée est blanche. Déterminer la probabilité que la premiére boule tirée soit également blanche.

Exercice 3072

CCP PC 2016

On considére deux urnes. La premiére contient 2 boules noires et 1 blanche, la deuxiéme 1 noire et 2 blanches. On
choisit une urne au hasard et on tire successivement 3 boules avec remise.

Calculer la probabilité de tirer une troisiéme boule blanche sachant que 2 boules blanches ont déja été tirées.

Exercice 3073
ESCP 1999
On dispose de dix piéces de monnaie numérotées de 1 a 10, telles que la k-iéme piéce améne face avec la probabilité

k
—. On prend une piéce au hasard, on la lance et on obtient face.

Quelle est la probabilité d’avoir lancé la cinquiéme piéce?

Exercice 3074

Mines-Ponts MP 2016

Soit n € N, n > 2. On cherche un parapluie qui se trouve dans un immeuble de n étages (rez de chaussée compris)
avec la probabilité p €]0; 1[.

On a exploré en vain les n — 1 premiers niveaux. Quelle est la probabilité que le parapluie se trouve au dernier étage?

Exercice 3075

Une épreuve sportive consiste a atteindre une cible partagée en trois zones numérotées 1, 2 et 3. Deux concurrents A
et B sont en présence et on admet qu’a tout coup chacun d’eux atteint une zone et une seule.

Pour le concurrent A, les probabilités d’atteindre les zones 1, 2, 3 sont, dans cet ordre, en progression arithmétique de

raison —.

Pour le concurrent B, les trois éventualités sont équiprobables.

On choisit un des deux concurrents, en admettant que la probabilité a priori de choisir A est moitié de la probabilité
de choisir B.

Le concurrent choisi atteint la cible. Quelle est la probabilité que ce concurrent soit A7

Exercice 3076

ESCP 2001

On considére deux urnes Uy et Us. On suppose que U; (respectivement Us) contient n; boules noires et by boules
blanches (resp. na boules noires et ba boules blanches).
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On choisit de fagon équiprobable une des deux urnes puis on y effectue deux tirages successifs d’une boule avec remise.

Soit N; (respectivement Ny) événement « tirer une boule noire au premier (resp. au second) tirage ».

1. Quelle est la probabilité de N1 ? Quelle est la probabilité de Ny ?

2. Quelle est la probabilité de tirer une boule noire au second tirage sachant que ’on a tiré une boule noire au premier
tirage?

3. Les événements N et N sont-ils indépendants?

Exercice 3077

On considére n urnes numérotées de 1 a n (n € N*). Pour tout k € [1,n], 'urne numéro k contient n boules dont &
blanches et n — k noires. On choisit une urne au hasard puis on tire une boule dans cette urne.

Quelle est la probabilité d’obtenir une boule blanche?

Exercice 3078
On considére n urnes numérotées de 1 a n (n € N*). Pour tout k € [1,n], 'urne numéro k contient n boules dont &
blanches et n — k noires.
1. On choisit une urne au hasard puis on tire successivement et avec remise deux boules de cette urne.
Quelle est la probabilité d’obtenir deux boules blanches?
2. Reprendre la question précédente en considérant que le tirage des deux boules se fait sans remise.

Exercice 3079 - Loi de succession de Laplace

Soit (n,N) € (N*)?. On considére n 4 1 urnes numérotées de 0 & n. Pour tout k € [0,n], I'urne numérorée k contient

k boules blanches et n — k boules noires.

On choisit une urne au hasard sans connaitre son numéro et on y effectue des tirages avec remise.

1. Déterminer la probabilité p,, que la (N 4+ 1)-iéme boule tirée soit blanche sachant qu’au cours des N premiers tirages
seules des boules blanches ont été tirées.

2. Calculer la limite de p,, quand n — +oc0.

Exercice 3080
Soit (n,N) € (N*). On effectue N tirages dans une urne contenant n boules blanches et n boules noires.
1. On suppose dans cette question que les tirages s’effectuent avec remise.
Calculer la probabilité p,, n de tirer exactement une boule blanche.
2. On suppose dans cette question que les tirages s’effectuent avec remise si une boule noire est tirée, sans remise
sinon.
Calculer la probabilité ¢, y de tirer exactement une boule blanche.
n(e—1
Montrer que ¢y 25 ~ %
Exercice 3081

On considére 3 dés équilibrés et un dé truqué pour lequel la probabilité d’obtenir 6 est égale a

DN | =

1. On choisit un dé et on le lance. On obtient 6. Quelle est la probabilité que le dé soit truqué?
2. On relance le dé et on obtient de nouveau 6. Quelle est la probabilité que le dé soit truqué?

Exercice 3082

Considérons un pays ou il fait beau en moyenne 7 jours sur 10. Dans ce pays, deux stations de radio diffusent chaque
matin un bulletin météorologique dans la journée. Une longue expérience a montré que la station R avait raison, en
moyenne, 95 fois sur 100, tandis que la station F n’avait raison, en moyenne, que 90 fois sur 100.

Un certain matin, on doit sortir. La station R annonce qu’il pleuvra et la station E qu’il fera beau.

Doit-on prendre notre parapluie?

(On fera les hypothéses d’indépendances qui s’imposent et on admettra que chaque station a la méme fiabilité dans
ses prévisions optimistes et dans ses prévisions pessimistes)

Exercice 3083

Un joueur est en présence de deux urnes: I'urne A contient 4 boules noires et 2 boules blanches, I'urne B contient 2
boules noires et 4 boules blanches.

Le joueur choisit au hasard 'une des deux urnes (choix équiprobables) et y effectue une succession de tirages d’une
boule avec remise.

Quelle est la probabilité que la troisiéme boule tirée soit noire sachant que les deux premiéres I’étaient ?

Baptiste GORIN



ESPACES PROBABILISES 385

Exercice 3084
On dispose d’une piéce équilibrée et d’une urne contenant initialement une boule blanche et une boule noire.
On lance, une seule fois, la piéce.
On effectue ensuite une succession de tirages avec remise de la boule tirée en rajoutant, & chaque fois, une boule
blanche si on a obtenu pile et une boule noire si on a obtenu face.
Ainsi, au moment du n-iéme tirage, I'urne contient n + 1 boules.
On note I’ ’événement « la piéce donne face » et, pour tout k € N*| By ’événement « une boule blanche est obtenue
au k-iéme tirage ».
Soit n € N*.
1. Calculer la probabilité de tirer une boule blanche au n-iéme tirage.
2. Une boule blanche a été obtenue au n-iéme tirage.
Calculer la probabilité d’avoir obtenu pile.

3. Calculer la probabilité d’obtenir n boules blanches lors des n premiers tirages.

Exercice 3085

Soit (n,N) € (N*)* avec N > n. On dispose de n urnes numérotées de 1 a n. Pour tout k € [1,n], I'urne numérotée k
contient k boules blanches et N — k boules noires.

On tire une boule dans chaque urne, de la premiére a la (n — 1)-iéme, dans cet ordre, en remettant a chaque fois la
boule tirée dans 1'urne suivante avant de procéder au tirage suivant. On effectue ensuite un dernier tirage dans 1'urne
numeéro n.

Déterminer la probabilité que la boule tirée dans 'urne numéro n soit blanche.

Exercice 3086 - Une urne de Poélya

Mines-Ponts PC 2017

Une urne contient initialement b boules blanches et r boules rouges. On effectue des tirages successifs d’une boule dans

cette urne selon le protocole suivant : si, & un tirage, on obtient une boule rouge, on la remet dans I'urne; si on obtient

une boule blanche, on ne la remet pas dans 'urne.

1. Quelle est la probabilité de tirer une boule blanche au cours des n premiers tirages?

2. Quelle est la probabilité de tirer au moins une boule blanche au cours des n premiers tirages?

3. Sachant qu’au cours des n premiers tirages on a tiré exactement une boule blanche, quelle est la probabilité qu’elle
ait été tirée en dernier?

Exercice 3087 - Une urne de Poélya

Soit (b,n,c) € (N*)S. Une urne contient initialement b boules blanches et n boules noires.

On effectue des tirages successifs d’une boule de cette urne en replagant la boule obtenue dans I'urne juste avant le
tirage suivant et en ajoutant ¢ boules de la méme couleur.

Pour tout k € N*, déterminer la probabilité que la k-iéme boule tirée soit blanche.

Exercice 3088

Une urne U; contient 2 boules rouges, 3 boules bleues et 5 boules vertes; une urne Uy contient 4 boules rouges et 5
boules bleues; une urne Us contient 3 boules bleues et 6 boules vertes.

On procéde a l'expérience suivante : on tire au hasard une boule de U; que 'on place dans Us, puis on tire au hasard
une boule de Uy que l'on place dans Us et enfin on tire au hasard une boule de U3 que l'on place dans Uj .

Quelle est la probabilité que la composition de 'urne U; n’ait pas changé a l'issue de ces trois tirages?

Exercice 3089

Deux joueurs A et B lancent a tour de role deux dés équilibrés. Le joueur A commence; il gagne s’il améne lors d’un
lancer un total de 6 points avant que B n’ameéne un total de 7 points. Le joueur B gagne dans le cas contraire.
Déterminer la probabilité de succés de chacun des joueurs.

Exercice 3090

CCP PC 2018

On dispose d’une piéce donnant pile avec la probabilité p €]0;1[ et d’une urne contenant initialement une boule
blanche.

On effectue des lancers successifs et indépendants de la piéce selon le protocole suivant: si on obtient pile, alors on
ajoute une boule noire et on continue les lancers; si on obtient face, alors on tire une boule dans I'urne et on arréte les
lancers.

1. Soit n € N*. Calculer la probabilité que I'expérience s’arréte au n-iéme lancer.
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2. Calculer la probabilité d’obtenir une boule blanche a la fin de 'expérience.

3. Soit n € N*. On obtient une boule blanche a la fin de 'expérience.
Calculer la probabilité que ’expérience s’arréte au n-iéme lancer.

Exercice 3091
Centrale PST 2018
Soit (a,b) € (N*). Une urne contient b boules blanches et b boules noires. On effectue une succession de tirages avec
remise et, chaque fois qu’une boule blanche est obtenue, on rajoute a boules blanches dans I'urne.

Pour tout n € N*, on note A,, ’événement « on n’a tiré que des boules blanches au cours des n premiers tirages » et
on pose p, = P(A,).

1. Montrer que:

b+ an
2b + anp

n -

Vn € N*7 Prn+1 =

2. Déterminer la limite de la suite (pp,)nen--

Exercice 3092
ESCP Question courte 2004

On lance en une seule fois n piéces de monnaie, la probabilité que la k-iéme piéce ameéne pile valant

1
2k +1°
Quelle est la probabilité d’obtenir un nombre impair de piles?

Exercice 3093

ESCP Question courte 2005

On considére n urnes contenant chacune = boules blanches et y boules noires. On tire une boule de la premiére urne
et on la met dans la deuxiéme urne; puis on tire une boule de la deuxiéme urne et on la met dans la troisiéme;... enfin
on tire une boule de la derniére urne.

Quelle est la probabilité que la derniére boule tirée soit blanche?

Exercice 3094
On étudie au cours du temps le fonctionnement d’un appareil obéissant aux régles suivantes:

e si ’appareil fonctionne le n-iéme jour, alors il a la probabilité a d’étre en panne le jour suivant;

e si ’appareil est en panne le n-iéme jour, alors il a la probabilité b d’étre en panne le jour suivant.

On suppose de plus que (a,b) # (0,1) et on note p, la probabilité que ’appareil soit en état de marche le n-iéme jour.
1. Etablir, pour tout n € N, une relation entre p,; et p,. En déduire I'expression de p,, en fonction de n et po.

2. Etudier la convergence de la suite (p,)nen-

Exercice 3095
HEC ECT - Ezxercice sans préparation 2008
Un signal binaire (de valeur 1 ou —1) doit transiter par n relais. Au passage de chaque relais, le signal a une probabilité
p €]0; 1] d’étre inversé. On suppose que les relais sont indépendants. On note p, la probabilité pour que le signal
transmis soit identique au signal initial.
Montrer que:

VneN, p,=p+(1-2p)pn1

En déduire une expression générale de p, et sa limite lorsque n tend vers +oc.

Exercice 3096

Une urne U; contient 1 boule noire et 5 boules blanches. Une autre urne Us contient 4 boules noires et 2 boules

blanches.

On effectue dans ces urnes une suite de tirages d’une boule de la fagon suivante:

e le premier tirage se fait au hasard dans I'une ou 'autre des deux urnes;

o si le n-iéme tirage (n € N*) donne une boule blanche, le (n + 1)-iéme tirage s’effectue dans la méme urne que le
n-iéme tirage; si le n-iéme tirage donne une boule noire, on change d’urne pour le (n + 1)-iéme tirage.

Chaque boule tirée est aussitot remise dans 'urne d’ou elle provient.

On note p,, la probabilité d’effectuer le n-iéme tirage dans 'urne U; et g, la probabilité de tirer une boule blanche au

n-iéme tirage.

1. Exprimer p,, en fonction de n.

2. Exprimer ¢, en fonction de n.
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Exercice 3097
Oral ESCP 2002
On considére deux piéces truquées A et B; A donne pile avec la probabilité a €]0; 1] et B donne pile avec la probabilité
b €]0; 1[.
On choisit une piéce au hasard et on la lance; si on obtient pile, alors on relance la méme piéce, sinon on lance 'autre
piéce. On poursuit ce processus k fois (k > 2).
1. Déterminer la probabilité de lancer la piéce A au n-iéme lancer.
2. Déterminer la probabilité d’obtenir pile au n-iéme lancer.
3. Déterminer la limite de cette probabilité lorsque n tend vers l'infini.
Interpréter le résultat obtenu si I’on suppose maintenant a =1 et 0 < b < 1.

Exercice 3098

Un joueur A lance deux piéces et un joueur B lance trois piéces, les piéces étant équilibrées.

Celui des deux amenant le plus de fois face a gagné. Si les joueurs aménent le méme nombre de fois face, on recommence
I’opération jusqu’a ’obtention d'un gagnant.

Déterminer la probabilité de succés de chacun des joueurs.

Exercice 3099

Soit n € N*. On lance une piéce qui donne pile avec la probabilité p €]0; 1[. On marque un point si on obtient pile et
on marque deux points si on obtient face. Le jeu s’arréte dés qu’on atteint ou dépasse n points.

On note p,, la probabilité de marquer exactement n points.

1. Calculer p; et ps.

2. Montrer que, pour tout n € N*| p, 10 = pprnt1 + (1 — p)pn.

3. En déduire I'expression de p,, en fonction de n et p.

Exercice 3100

HEC ECS Ezercice sans préparation 2008. Mines-Ponts PC 2017

On lance au hasard une piéce de monnaie équilibrée et on reléve le résultat pile ou face. On suppose que cette expérience

peut étre réalisée autant de fois que nécessaire et que les résultats successifs sont mutuellement indépendants.

Pour tout n entier naturel non nul, on note p,, la probabilité qu’au cours de n lancers, on n’ait jamais obtenu deux

piles successifs.

1. Calculer p1, p2, ps3.

2. Trouver une relation entre p,, pn+1 €t pp42 pour tout n entier naturel non nul et prouver que la suite (pn)n>1
converge vers 0.

Exercice 3101

CCINP PC 2019

On lance indéfiniment une piéce pour laquelle la probabilité d’obtenir pile est égale p €]0; 1], celle d’obtenir face étant
égalea g=1—p.

Pour tout n € N*, on note A,, I’événement « on obtient au moins une fois la séquence pile-pile-face au cours des n
premiers lancers ».

1. Montrer que:
Vn >3, P(An1) = P(An) +p?q(1 = P(4,5)).

2. Montrer que la suite (P(A,,))n>1 converge et déterminer sa limite.
3. Interpréter le résultat précédent.

Exercice 3102

Soit n € N, n > 2. On suppose que n passagers montent successivement dans un avion comportant n siéges. Chacun

des n passagers a une place qui est réservée.

e Le premier passager arrive. Celui-ci est distrait et s’installe & une place choisie au hasard.

e Quand ils arrivent, les passagers suivants s’installent & leur place sauf si celle-ci est déja occupée, auquel cas ils
choisissent une place au hasard parmi les places restantes.

Déterminer la probabilité que le n-iéme passager s’installe a sa place.

Exercice 3103

X - ESPCI PC 2018

Soit n € N, n > 2. On suppose que n passagers montent successivement dans un avion comportant n siéges. Chacun
des n passagers a une place qui est réservée.
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e Le premier passager arrive. Celui-ci est distrait et s’installe a une place autre que la sienne.

e Quand ils arrivent, les passagers suivants s’installent & leur place sauf si celle-ci est déja occupée, auquel cas ils
choisissent une place au hasard parmi les places restantes.

Déterminer la probabilité que le n-iéme passager s’installe & sa place.

Exercice 3104 - Paradoxe de Walter Penney
On considére une suite infinie de lancers d’une piéce équilibrée.
Pour tout k € N*, on note Py (respectivement F}) I’événement « obtenir pile (resp. face) au k-iéme lancer ».
Deux joueurs J et J’ s’affrontent dans le jeu dont les régles sont les suivantes:
— le joueur J est gagnant si la configuration « pile, pile, face » apparait dans la suite des résultats des lancers, avant
que la configuration « face, pile, pile » n’apparaisse;
— le joueur J’ est gagnant si la configuration « face, pile, pile » apparait dans la suite des résultats des lancers, avant
que la configuration « pile, pile, face » n’apparaisse;
— si I'un des joueurs est gagnant, alors l'autre est perdant.
On se propose de démontrer que, dans ce jeu, le joueur J' posséde un net avantage sur le joueur J.
1. Pour tout n € N, n > 3, on note G,, ’événement « le joueur J est déclaré gagnant a 'issue du n-iéme lancer » et
gn sa probabilité.
1 n
a) Calculer g3 et g4 et montrer que, pour tout n > 3, g, = (2> .
b) Calculer la probabilité de I’événement G « le joueur J est déclaré gagnant ».

2. Pour tout n € N*, on note D,, ’événement « lors des n premiers lancers n’apparaissent jamais deux piles consécutifs »
et d, sa probabilité.

3
a) Justifier que dy = 1 et dy = 7

b) En considérant le systéme complet d’événements (Fy,P; N Fy, Py N P), montrer que:

1 1
Vn € N*, dn+2 = 7dn+1 + Zdn

2

c¢) Déterminer la limite de la suite (d,,)nen:-

) 1 5
On donne: 4\[ ~ —0,31 et +4\[ ~ 0,81.
3. a) Pour tout n € N, n > 3, on note B,, ’événement « aucun joueur n’est déclaré gagnant au cours des n premiers
lancers ».
Montrer que:
1
Vn >3, P(B,)= on +d,

b) On note T I’événement « un des joueurs est déclaré gagnant ».
Exprimer T & l'aide des événements (By)n>3. En déduire P (T') puis P(T).
4. En déduire la probabilité de I'événement G’ « le joueur J’ est déclaré gagnant ».

Exercice 3105

Plusieurs joueurs, nommés .J;,.Jo,... jouent I'un aprés I'autre, dans l'ordre des indices. A chaque joueur .J; (pour

k > 1) est imparti un événement précis Ay, de probabilité p; €]0; 1[. Le jeu se termine lorsque 1'un des joueurs réalise

I’événement qui lui est imparti.

On pose g = 1 — px. On suppose I'indépendance mutuelle de toutes les suites de résultats des coups joués par les

concurrents.

On note Gy, ’événement « Ji gagne la partie ».

1. On suppose que le nombre de joueurs est fini, égal & un entier n > 2. Lorsqu’aucun joueur n’a gagné, on recommence
un tour & partir du joueur J; et on continue ainsi jusqu’a ce que 'un des joueurs gagne.

a) Calculer P(G}) pour tout k € [1,n].
b) Montrer que la partie se termine presque siirement au bout d’un nombre fini de coups.
¢) On dit que le jeu est équitable si P(G1) = --- = P(G,,).

Montrer que le jeu est équitable si, et seulement si, pour tout k € [1,n— 1], pgy1 = , auquel cas exprimer

Pk
1 —pi
pr. en fonction de p;.
2. On garde les mémes notations. On suppose qu’il y a une infinité de joueurs. Ainsi, un joueur qui n’a pas gagné a
son tour est définitivement éliminé.
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a) Montrer que le jeu ne peut pas étre équitable.
b) Montrer que la suite (@, )nen+ définie par @, = ¢1 - - - g, converge.
On note ¢ sa limite.
Montrer que la probabilité que le jeu se termine en un nombre fini de coups est égale & 1 — /.

Exercice 3106
ESCP 2006
On effectue une suite de lancers d’une piéce de monnaie. On suppose que les résultats des lancers sont indépendants
et qu’a chaque lancer, la piéce donne face avec la probabilité p (0 < p < 1) et pile avec la probabilité ¢ = 1 — p.
On s’intéresse au nombre de lancers nécessaires pour obtenir deux faces de suite (c’est-a-dire lors de deux lancers
consécutifs). On suppose donné un espace probabilisé, muni d’une probabilité P, modélisant cette expérience.
Pour tout entier n > 1, on note U,, I’événement « on obtient deux faces de suite, pour la premiére fois, aux lancers
numéros n et n+ 1 », et on pose u,, = P(U,).
Pour tout entier n > 2, on note A, I’événement « les n premiers lancers ne donnent pas deux faces de suite et le
n-iéme lancer donne face », et B,, ’événement « les n premiers lancers ne donnent pas deux faces de suite et le n-iéme
lancer donne pile ».
Enfin, on pose z, = P(A,), yn = P(B,).
1. a) Déterminer uy, 2, Y2, U2, T3, Y3, U3.

b) Trouver pour n > 2, une relation simple entre z,, et u,.

c¢) Pour tout n > 2, déterminer les probabilités conditionnelles:
Pa,(Any1), Pp,(Ant1), Pa,(Bni1), Pp,(Bnia).
d) En déduire, pour tout n > 2, les relations suivantes :

Tn+1 = PYn
Yn+1 = Q(fn + yn)

2. On suppose que p =

DO =

a) On pose v,, = 2"y,,. Déterminer une relation de récurrence entre v, 1, v, et v,_1.
b) En déduire, pour tout n > 2, une expression de xz,, puis de u,, en fonction de n.

—+o00
c¢) Veérifier que > w, =1, et en donner une interprétation.
n=1
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CHAPITRE XXXII

VARIABLES ALEATOIRES

1 Variables aléatoires - Cas général

Exercice 3107
Mines-Ponts MP 2018
Soit X une variable aléatoire réelle positive admettant une espérance. Montrer que;

P(X >1) = 0<1).

+oo x

Indication. — Commencer par le cas X () C N.

Exercice 3108
Mines-Ponts MP 2018
Soit f : R — R une fonction dérivable telle que f’ soit croissante et X une variable aléatoire réelle. On suppose que
X et f(X) admettent une espérance.
1. Montrer que:
Vz eR, f(z)> f(EX))(z - EX)) + f(E(X)).
2. En déduire que E(f(X)) > f(E(X)).

Exercice 3109

X - ESPCI PC 2019

Soit X une variable aléatoire a valeurs réelles. )

1. Existe-t-il toujours o € R tel que P(X < a) =P(X > ) = 3 ?

2. Donner un exemple de variable aléatoire a valeurs réelles pour laquelle un tel « existe et n’est pas unique.
3. Donner un exemple de variable aléatoire a valeurs réelles pour laquelle un tel « existe et est unique.

Exercice 3110

Soit n € N*, n > 2, et, pour (i,5) € [1,n]?, Xij n? variables aléatoires mutuellement indépendantes et suivant toutes
la. méme loi ayant une espérance m et une variance o2.

On note D,, la variable aléatoire égale au déterminant de la matrice (X;;)1<i j<n-
1. Calculer I'espérance de D,,.

2. Pour n = 3, calculer la variance de Dj.

Exercice 3111
X - ESPCI PC 2017
Soit X une variable aléatoire réelle strictement positive.

Montrer que:
1
E(X+=)>2
(%)
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Exercice 3112 - Inégalité de Bhatia-Davis. Inégalité de Popoviciu
Mines-Ponts MP 2021
Soit (a,b) € R? avec a < b et X une variable aléatoire telle que X () C [a,b].
1. Montrer I'inégalité de Bhatia-Davis:

V(X) < (b—E(X))(E(X) —a).
2. En déduire I'inégalité de Popoviciu:
(b—a)?

V(X) <

Exercice 3113
Soit X une variable aléatoire a valeurs positives admettant une espérance.
Montrer que:

x2

B (Xe ¥ ) <BOE (e—X;) .

Exercice 3114
X - ESPCI PC 2019
Soit X une variable aléatoire réelle positive et a € R% . On suppose que E (X 2) =1let E(X) > a.
Montrer que:
YA €]0;1], P(X > Xa) > (1 — \)%ad>

Exercice 3115 - Inégalité de Paley-Zygmund
Mines-Ponts MP 2021. Mines-Ponts PSI 2019
Soit X une variable aléatoire réelle positive admettant un moment d’ordre 2 non nul.

Montrer que:

VA €)0;1], P(X = AE(X)) > (1 — ”2(5(&2))2-

2 Variables aléatoires discrétes

2.1 Variables aléatoires discrétes finies

Exercice 3116

Soit n un nombre impair. Une urne contient 2n boules numérotées de 1 & 2n. On tire n boules sans remise dans cette
urne.

Quelle est la probabilité pour que la somme des numéros des boules tirées soit strictement supérieure a la somme des
numéros des boules restantes?

Exercice 3117

ESCP Question courte 2009

Soit n € N. Une urne contient 4n + 2 boules numérotées de 1 a 4n + 2. On tire 2n + 1 boules sans remise.

Quelle est la probabilité que la somme des numéros des boules tirées soit strictement supérieure a la somme des
numéros des boules restantes?

Exercice 3118
HEC ECS Ezercice sans préparation 2016
Soit @ € R. On considére une variable aléatoire réelle discréte X admettant des moments jusqu’a 'ordre 4 et vérifiant :

EX)=a e E(X))=E(X')=L1

1. Montrer que « € [—1;1].
2. Trouver la loi de X.

Exercice 3119
X - ESPCI PC 2018
Soit n € N* et X une variable aléatoire telle que X (2) = [1,n].

Montrer que:

Vk € [1,n], E(X)-k+1 <P(X >k) < %)
n
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Exercice 3120 - Espérance et antiréparition
Mines-Ponts PSI 2017. Mines-Ponts PC 2016

1. Soit n € N* et X une variable aléatoire sur un espace probabilisé fini (Q,P(2),P) telle que X () C [0,n].

Montrer que:
n—1

E(X) =) P(X > k).

k=0

2. Soit (N,n) € (N*)*. On considére une urne contenant N boules numérotées de 1 & N. On effectue n tirages avec
remise.
On note X le plus grand numeéro tiré.
Calculer E(Xy) sans simplifier ’expression puis déterminer un équivalent de E(Xy) quand N — +oo.

Exercice 3121
ESCP 1999

1. Montrer que I'application & — 22 est convexe.
2. Trois autobus contiennent respectivement ni,nq,n3 passagers en plus de leur chauffeur. On considére deux expé-
riences :
e dans la premiére on choisit au hasard un des trois chauffeurs, et on note X la variable aléatoire égale au nombre
de passagers de 'autobus qu’il conduit;
e dans la seconde, on choisit au hasard un des nq + ns + ng passagers et on note Y le nombre de passagers de
I’autobus dans lequel ce passager se trouve.

Comparer les espérances des variables aléatoires X et Y.

Exercice 3122

TPE MP 2016

On dispose d’un dé truqué a 6 faces tel que la probabilité d’obtenir une face est proportionnelle au chiffre indiqué.
On note X la variable aléatoire égale au chiffre obtenu en lancant le dé.

Déterminer la loi de probabilité de X puis calculer son espérance.

Exercice 3123
Soit n € N. On effectue (2n + 1) lancers successifs et indépendants d’une piéce équilibrée.

1. Quelle est la probabilité d’obtenir plus de piles que de faces au cours de ces (2n + 1) lancers?
2. En déduire une expression simple de la somme

2n+1

1 n
S = - .
Z 2k (k _ 1)
k=n-+1
Indication. — On pourra considérer le rang d’apparition du (n + 1)-iéme pile lorsqu’on a obtenu plus de piles que

de faces.

Exercice 3124

ESCP BL 2001

Soit n € N, n > 2. On considére n boites By, ...,B,. On sait que I'une d’entre elle contient un objet O. On ouvre
successivement, au hasard, les boites jusqu’a savoir dans laquelle se trouve O.

On note X la variable aléatoire égale au nombre de boites ouvertes.

Déterminer la loi de probabilité de X puis calculer son espérance et sa variance.

Exercice 3125

Mines-Ponts MP 2016. Mines-Ponts PSI 2017

Soit n € N*. Une urne contient n jetons numérotés de 1 & n. On en tire une poignée au hasard, toutes les poignées
étant équiprobables.

On note X la variable aléatoire égale a la somme des numéros tirés.

Déterminer I'espérance de X.

Exercice 3126

Un joueur lance une fléchette au hasard sur une cible circulaire de rayon 1 et divisée en n couronnes concentriques par
n—1

2
les cercles de rayons —,—, ...,
n'n n
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1
pour k € [0,n—1], le joueur

. . - k
Si la fléchette touche la cible dans la couronne limitée par les cercles de rayons — et
n
gagne n — k euros.
Soit X la variable aléatoire égale au gain du joueur.
Déterminer la loi de X puis calculer son espérance.

Exercice 3127

Une urne contient n boules numérotées de 1 & n. On tire plusieurs fois au hasard sans remise une boule de I'urne. On
arréte les tirages dés que le dernier numéro obtenu est supérieur ou égal au numéro obtenu lors du précédent tirage.
On appelle X,, la variable aléatoire égale au nombre de tirages effectués.

1. Déterminer la loi de probabilité de X,.

2. Calculer 'espérance de X, puis sa limite quand n tend vers 'infini.

Exercice 3128
ESCP 2001
Soit n un entier naturel de N*. Une urne contient n boules numérotées depuis 1 jusqu’a n. On effectue trois tirages au
hasard d’une boule de cette urne, en replacant & chaque fois la boule obtenue avant le tirage suivant.
On désigne par M la variable aléatoire égale au plus grand des numéros obtenus et par m la variable aléatoire égale
au plus petit des numéros obtenus, et enfin, par Z la variable aléatoire égale & M — m.
1. a) Déterminer les valeurs prises par la variable aléatoire Z.
b) Déterminer la loi de la variable aléatoire Z.
¢) Déterminer, en fonction de Uentier n, I'espérance E(Z).
2. a) Déterminer un polynome P de R[X] tel que:

P(X +1) - P(X)=nX?- X%

b) En déduire la variance V(Z) en fonction de n.

Exercice 3129

Soit n > 3. Une urne contient n boules numérotées de 1 a n. On tire les boules une a une, sans remise, jusqu’a ce que
le numéro tiré soit inférieur au numéro précédemment obtenu ou que 'urne soit vide.

On note X, la variable aléatoire égale au nombre de tirages effectués.

1. Pour tout k € [1,n — 1], calculer P(X,, > k).

2. En déduire la loi de X,,.

3. Calculer 'espérance de X, puis sa limite quand n tend vers +oo.

Exercice 3130
ESCP 1999
Une urne contient n boules numérotées de 1 a n. On tire plusieurs fois au hasard et avec remise une boule de 'urne. On
arréte les tirages dés que le dernier numéro obtenu est supérieur ou égal au numéro obtenu lors du précédent tirage.
On appelle X la variable aléatoire égale au nombre de tirages effectués.
1. Déterminer X ().
2. a) Déterminer la probabilité des événements (X > 2), (X > 3) et (X = 2).
b) Pour tout k € X(£), déterminer la probabilité de I’événement (X > k).
¢) En déduire la loi et I'espérance de X, puis la limite de cette derniére lorsque n tend vers 'infini.

Exercice 3131

ESCP Question courte 2003

Pour allumer un feu, on dispose de N allumettes. La probabilité d’allumer le feu avec une allumette donnée est p €]0; 1].
Vous finissez par allumer le feu.

On note X la variable aléatoire égale au nombre d’allumettes restantes.

Déterminer la loi et ’espérance de X.

Exercice 3132

Mines-Ponts MP 2021. ESCP 2006

Soit n un entier naturel non nul. Une urne contient initialement n boules indiscernables au toucher et numérotées de

1 a n. On effectue une succession de tirages d’une boule de cette urne selon le protocole suivant :
tant que I'urne n’est pas vide, si & un rang quelconque on obtient la boule portant le numéro k, alors on
enléve de 'urne toutes les boules dont le numéro est supérieur ou égal a k avant de procéder au tirage
suivant.
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On note X,, la variable aléatoire égale au nombre de tirages juste nécessaires pour vider 'urne de toutes ses boules et
on note u,, 'espérance de X,,.

1. a) Déterminer les lois de X1,X5 et X3.
b) Calculer uy,us et ug.

2. Montrer que, pour n > 2, on a u,, =

n—1
Sui+1
=1

Sl

3. En déduire que, pour n > 2, u,, = Up_1 + —.
n

4. Donner un équivalent de u,, au voisinage de I'infini.

Exercice 3133

Deux urnes U; et Us contiennent initialement un jeton numéroté 0 et un jeton numeéroté 1.

On choisit au hasard et simultanément un jeton de U; et un jeton de Us. On place alors dans U; le jeton provenant
de Uy et dans U, le jeton provenant de Uj.

On note X, la variable aléatoire égale a la somme des points des jetons contenus dans 'urne U; aprés n échanges. On
convient de poser Xg = 1.

1. Déterminer, pour n € N, une relation entre la loi de X,, 11 et celle de X,.

2. Déterminer la loi de X,,.

Exercice 3134
ESCP 2000, 2006
Une urne contient b boules blanches, n boules noires,  boules rouges; b et n sont des entiers naturels non nuls, r est
un entier naturel.
Un joueur tire une boule. Si elle est blanche, il gagne; si elle est noire, il perd; si elle est rouge, il la met de coté et
effectue un autre tirage (avant le second tirage, I'urne contient donc r — 1 boules rouges).
Dans ce cas, si la boule est blanche, il gagne; si elle est noire, il perd; si elle est rouge, il la met de coté et effectue un
autre tirage, etc.
La partie s’achéve lorsque le joueur a gagné ou perdu.
1. On note B; (resp N;,R;) Pévénement: « le joueur tire une boule blanche (resp une boule noire, une boule rouge)
au ¢-éme coup ».
On note G, I'événement : « le joueur gagne en commencgant ses tirages dans une urne contenant r boules rouges ».

a) Calculer les probabilités P(Gy) et P(Gy).
b) Trouver une relation entre P(G,) et P(G,_1).
c¢) Calculer P(G,).
2. Soit X, la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour qu'une partie s’achéve, 'urne contenant
au départ r boules rouges.
a) Calculer les espérances E(Xj),E(X1),E(X>).
b) Trouver une relation entre P(X,. = k) et P(X,_1 =k —1) (pour r > 1 et k > 2), puis entre E(X,.) et E(X,_1).
c) En déduire E(X,).

Exercice 3135

Soit n € N, n > 2. Une urne contient n boules numérotées de 1 a n. On effectue des tirages successifs avec remise
d’une boule.

Pour tout £ € N*, on note X}, le nombre de numéros différents obtenus au moins une fois au cours des & premiers
tirages.

1. Déterminer Xy, ,(€2).

2. Pour tout k € N*, calculer P(X}, , = 1) et P(Xy , = k).

3. Montrer que:

; —1+1
Vk € N*7 Vi e [[Lnﬂv P(XkJan = ’L) = %P(ka = Z) =+ %P(Xk,n =17 — 1)
4. Montrer que:
-1
Yk €N*, E(Xpi10) = ——E(Xpn) + L.

En déduire I'expression de E(X}, ) en fonction de k et n.
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5. Déterminer, pour n > 2 fixé, lim E(Xj,).
k—+oco

Ce résultat est-il prévisible?
6. Déterminer, pour k € N* fix¢, lim E(Xj,).

n—4oo
Ce résultat est-il prévisible?

Exercice 3136

ESCP 2006

Soit N un entier naturel non nul. On dispose d’un sac contenant N jetons numérotés de 1 & N dans lequel on effectue
une succession de tirages avec remise d’un jeton en notant, a chaque fois, le numéro obtenu.

Pour tout entier naturel n non nul, on note T}, la variable aléatoire égale au nombre de numéros distincts obtenus au
cours des n premiers tirages.

1. Soit m» un entier naturel non nul.
a) Quelles sont les valeurs prises par T,, 7
b) Calculer P(T}, = 1) et P(T,, =n).
c) Déterminer P(7T,, = 2).
2. Soit (k,n) un couple d’entiers naturels non nuls avec 1 < k < N.
Déterminer une relation entre P(T,41 = k), P(T,, = k) et P(T,, = k — 1).
3. Pour tout entier naturel n non nul, on considére le polynéme:

N
Gn(X) = P(T, = k)X*.
k=1

a) Prouver I'égalité :
1
Gry1(X) = N(X - X)G(X) + XGr(X).

b) Pour tout entier naturel n non nul, en reliant Uespérance E(T),) & G,,, exprimer E(T,1) a l'aide de E(T},), N
et n, puis déterminer E(T},) en fonction de N et n.
E(Tn)

¢) Déterminer lim .
N—+o0

2.2 Variables aléatoires discrétes infinies

Exercice 3137
ESCP 2000
Existe-t-il un réel a tel que I’on puisse définir une variable aléatoire X, a valeurs dans N, par:

VkeN, P(X =k)=(ak+1)e"*?

Exercice 3138
EIVP PC 2017
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N* telle que:

VkeN*, P(X=k)=

1. a) Déterminer (a,b,c) € R3 tel que:

Vo € R 1 a+ b c
x _ = — + —— :
o+ D(z+2) 2z x4+l x+2

b) Déterminer la valeur de C.
2. a) X admet-elle une espérance? Si oui, la calculer.
b) X admet-elle une variance? Si oui, la calculer.

Exercice 3139

ESCP 2001 -
Pour tout s > 1, on note ((s) = > —.
n=1MN
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1. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N* telle que:

3k2+3k+1

Vke N, P(X=k)= CW.

oul C est une constante positive.
a) Déterminer deux réels a et b tels que pour tout x € R :

322 +3z+1  a b

@@+ 1) o (@1
b) Déterminer la valeur de C.
¢) Déterminer la valeur de X la plus probable.
2. a) Montrer que X admet une espérance E(X) et la calculer.
b) Montrer que X admet une variance V(X) et la calculer.

3. A l'aide de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, montrer que:

(€)? < B+ D) (47 )

Exercice 3140 - Espérance et antiréparition
X - ESPCI PC 2019. Mines-Ponts PC 2021. ENSAM PSI 2017. Navale MP 2016.
Soit X une variable aléatoire sur un espace probabilisé (2,4,P) telle que X (Q2) = N.

Montrer que X admet une espérance si, et seulement si, la série > P(X > n) converge, auquel cas on a:

n>=0

E(X) = JioP(X > n).
n=0

Exercice 3141
Soit 9 points 0,41, ...,44,B1,...,B, disposés dans le plan comme indiqué sur la figure ci-dessous:

By A3 B

0}

Ay As

B: A1 By

Un mobile se déplace sur ces points par étapes successives.

Le mobile se trouve initialement en O et, & chaque étape, il se déplace d’un point & un point voisin en suivant
obligatoirement les lignes droites du schéma. Les déplacements possibles & chaque étape sont supposés équiprobables.

1. Déterminer la probabilité pour que le mobile soit en O a l'issue de la n-iéme étape.

2. Soit X la variable aléatoire égale au rang de I’étape & l'issue de laquelle le mobile revient pour la premiére fois au

point O.
Déterminer la loi de X et calculer E(X).

Exercice 3142
X - ENS PSI 2016. ESCP 2001

Une rampe verticale de spots nommés de bas en haut S, Sa, S3, Sy change d’état de la maniére suivante:

e 4 linstant ¢t = 0, le spot S est allumé;

e si a linstant ¢t = n (n > 0), le spot S; est allumé, un (et un seul) des spots Sy, Sa, S3, Sy s’allume a 'instant

t =n+ 1, et ceci de maniére équiprobable;

e si a linstant t =n (n > 0), le spot Si (2 < k < 4) est allumé, le spot Si_; s’allume a Vinstant ¢t = n + 1;

e 34 chaque instant, un seul spot est allumé.
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Soit X la variable aléatoire représentant le premier instant, s’il existe, ou le spot Sy s’allume.

1. Calculer la probabilité pour que le spot S; reste constamment allumé jusqu’a instant n (n € N donné). En déduire
que X est bien une variable aléatoire.

2. Calculer la probabilité des événements (X = 1) et (X = 2).
Calculer la probabilité des événements (X = n) pour n > 3.

b

4. Déterminer ’espérance de X.

Exercice 3143

Mines-Ponts MP 2015

Une urne contient initialement une boule noire et une boule blanche. On effectue des tirages successifs avec remise de
la boule tirée en y ajoutant une boule noire.

Pour tout & € N*, on note By, (respectivement Nj) I’événement « on tire une boule blanche (resp. noire) au k-iéme
tirage ».

1. Soit X la variable aléatoire égale au numéro du tirage amenant la premiére boule noire.
“+o0
a) Déterminer la loi de X et vérifier que > P(X =k) = 1.

k=1
b) Calculer E(X) et V(X).

2. Soit Y la variable aléatoire égale au numéro du tirage amenant la boule blanche.
+oo
a) Déterminer la loi de Y et vérifier que ) P(Y =k) = 1.
k=1
b) Y admet-elle une espérance?
3. On propose a un joueur le jeu suivant :
— si Y prend une valeur paire, alors le joueur gagne Y euros;
— si Y prend une valeur impaire, alors le joueur perd Y euros.

On note G le gain algébrique du joueur.
Exprimer G en fonction de Y. La variable aléatoire G admet-elle une espérance?

Exercice 3144

Soit p €]0;1[. On dispose d’une piéce amenant pile avec la probabilité p. On lance indéfiniment cette piéce.

On note X la variable aléatoire qui prend la valeur k si I’on obtient, pour la premiére fois, deux résultats identiques
aux lancers k — 1 et k, X prenant la valeur 0 si on n’obtient jamais une telle succession.

1. Calculer P(X = 2) et P(X = 3).

2. En discutant selon la parité de k, déterminer Pexpression de P(X = k) en fonction de k pour tout k > 2.

3. Calculer P(X =0).

4. Calculer I'espérance de X.

Exercice 3145
X - ESPCI PC 2015. Mines-Ponts MP 2021
Soit p €]0;1[. On dispose d’une piéce amenant pile avec la probabilité p, face avec la probabilité ¢ = 1 — p. On lance
indéfiniment cette piéce.
On note X la variable aléatoire qui prend la valeur k si I’on obtient, pour la premiére fois, pile puis face, dans cet
ordre, aux lancers k — 1 et k, X prenant la valeur 0 si on n’obtient jamais une telle succession.
1. Calculer P(X = 2), P(X = 3) et P(X = 4) en fonction de p et g.
2. a) Pour tout k > 2, écrire 'événement (X = k) comme réunion d’événements incompatibles.
En déduire que

q .
pg—————— sip#q

. 1
51p:q:§

b) ) Calculer P(X = 0).
3. On se propose, dans cette question, de retrouver le résultat de la question 2.a) par une autre méthode.

a) En considérant le résultat du premier lancer et en appliquant la formule des probabilités totales, montrer que

V>3, P(X=k =¢P(X=Fk—1)+¢" "
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1
b) On suppose que p =g = 7

Montrer que la suite (uy)r>2 définie par uj, = 2*P(X = k) est arithmétique.
En déduire l'expression de uy puis celle de P(X = k) en fonction de k.

¢) On suppose que p # q.

koo
En considérant la somme Y ¢*~(P(X = i) —¢P(X =i —1)), déterminer I'expression de P(X = k) en fonction

1=3
de k.

4. Calculer I'espérance de X.

Exercice 3146
Centrale PC 2017. Navale PC 2019

Soit p €]0;1[. On dispose d’une piéce amenant pile avec la probabilité p, face avec la probabilité ¢ = 1 — p. On lance

indéfiniment cette piéce.

On note X la variable aléatoire qui prend la valeur k si ’on obtient, pour la premiére fois, deux piles consécutifs aux

lancers k — 1 et k, X prenant la valeur 0 si on n’obtient jamais une telle succession.
1. Calculer P(X = 2), P(X = 3) et P(X = 4) en fonction de p et g.
On se propose de montrer par deux méthodes que

k—1 _ bk—l

>92 P(X =k) =p?2
Vk>2, P(X=k)=p ——

(%)
ol @ et b sont les solutions (distinctes) de I’équation z2 — gz — pq = 0.
2. Premiére méthode

a) Montrer que

Vk>2, P(X=k+2)=qP(X=Fk+1)+peP(X = k).

b) En déduire la formule ().
c) Calculer P(X = 0).
3. Deuxiéme méthode

a) Montrer que:
k
VE>2, P(X =k+3)=7p% <1—ZP(X:Z‘)>
=2

puis que:

Vk>2, P(X=k+3)=P(X =k+2)—p’¢P(X =k).

b) Montrer la formule (%) par récurrence.
4. Calculer E(X), E(X(X — 1)) et V(X) en fonction de p et q.
5. Application numérique

Pour p = 3’ donner Pexpression de P(X = k) ainsi que les valeurs de E(X) et V(X).

Exercice 3147

Soit p €]0;1[. On dispose d’une piéce amenant pile avec la probabilité p, face avec la probabilité ¢ = 1 — p. On lance

indéfiniment cette piéce.

On note X la variable aléatoire égale au nombre de lancers nécessaires pour obtenir, pour la premiére fois, n piles

consécutifs (n € N*, n > 2).
1. Calculer P(X = n).
2. Montrer, en considérant le rang d’apparition du premier face, que:
n—1
Vkzn, P(X=k+1)=q) pP(X=k—i).
i=0

Exercice 3148
ESCP 2005
On considére une suite d’épreuves de Bernoulli indépendantes.

On note p (0 < p < 1) la probabilité d’un succés S et ¢ = 1 — p la probabilité d’un échec E. On appelle séquence
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de succés de longueur r, toute suite ininterrompue de r succés consécutifs. On considére la variable aléatoire T' égale
au nombre d’épreuves précédant la premiére séquence de succés de longueur 3. La suite d’épreuves s’arréte alors au
troisiéme succés de cette séquence.

Par exemple 'événement élémentaire {SSESSS} appartient a I’événement [T' = 3]. On admet que T est une variable
aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2,.4,P) et on note pour tout entier k, t, = P(T = k).

1. Calculer les probabilités tq, t1, to et t3.

2. Pour tout n € N* on note g, la probabilité de ’événement A,, : « n’obtenir aucune séquence de succés de longueur
3 dans une suite de n épreuves ».
Exprimer, pour n > 1, ¢, en fonction de ¢, _1.

3. En posant go = 1, montrer que, pour tout n > 3:

Gn = q(qn-1 + Pdn—2 + P*qn—3).

Calculer les nombres qq, q1, g2 et ¢s.
4. Etudier la monotonie de la suite (g,). Quelle est la valeur la plus probable de T'?
5. a) Montrer que, pour tout s réel tel que |s| < 1, la série de terme général g, s™ est convergente.

+oo
On pose alors F(s) = > gns™.
n=0

_ 1+ ps + p?s?
1 —gs(1+4ps+p2s?)’

b) Montrer que: F(s)

—+o0 —+oo
c) En admettant que > ¢, = lirq F(s), retrouver la valeur de la somme de la série > .
n=0 s k=0

Exercice 3149
ESCP 2005
Une urne contient trois boules indiscernables au toucher et numérotées 1, 2 et 3.
On effectue une succession de tirages au hasard d’une boule de cette urne, avec & chaque fois remise de la boule obtenue
avant le tirage suivant.
Soit X le nombre aléatoire de tirages juste nécessaires pour obtenir pour la premiére fois trois fois de suite le méme
numéro. On note p,, la probabilité de I’événement (X = n) et ¢, la probabilité de I'événement (X < n).
1. a) Que valent p; et po? Calculer ps et py.
b) Montrer que, pour n = 2, p, = ¢, — Cp_1-

1\3
2. a) Montrer que, pour n > 1, ppi3 = 2 X (3) (1—cp).

2
b) En déduire que, pour n > 2, ppi3 — Pnaa + ﬁpn =0.

2 2
3. a) Pour n > 2, on pose U, = Ppi2 — —Pnil — —Pn-

Calculer uy. En déduire que la suite (up)n>2 est la suite nulle.

n—2 n—2
1 1 3 1-
b) En déduire que, pour n > 2, p, = <+\[> — ( \/§>

6v/3 3 3
—+ o0
¢) Montrer que la série de terme général p,, est convergente et calculer Y p,. Que signifie le résultat obtenu?
n=2

d) Montrer que X admet des moments de tous ordres et calculer son espérance.

Exercice 3150

ESCP 2010

Soit s et N deux entiers naturels non nuls. Soit p €]0;1[. On note ¢ = 1 — p. Un individu dispose de s euros (avec
s € N*) et souhaite acheter un bien qui en colite N (avec N € N* et N > s). Pour tenter de gagner de l'argent, il
propose le jeu suivant & une personne trés fortunée: il sort de sa poche une piéce de monnaie (non nécessairement
équilibrée) et joue selon la régle suivante :

e si la piece tombe sur pile (ce qui se produit avec la probabilité p), il gagne 1 euro;

e sila piéce tombe sur face, il perd 1 euro.

Le jeu s’arréte soit lorsque 'individu est en possession des N euros lui permettant d’acheter le bien, soit lorsqu’il est
ruiné (si au départ le joueur posséde N euros, alors il ne prend méme pas part au jeu).

Pour tout & € [0,N], on note py, la probabilité de pouvoir acheter le bien avec un avoir initial de k euros. Le nombre
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N étant fixé, on admet que la variable aléatoire égale & la durée du jeu, lorsque 'individu posséde au départ k euros,
admet une espérance notée Dy.

1. a) Calculer py, py puis Dy, Dy .
b) Montrer que, pour tout k € [1,N — 1], px = p - Pk+1 + G - Pk—1-
¢) Montrer que, pour tout k € [1,N — 1], Dy = p(1 + Dgy1) + q¢(1 + Dy—1).

2. Lorsque p =q = %, calculer pg, c’est-a-dire calculer la probabilité de pouvoir acheter le bien a I’'issue du jeu avec
un avoir initial de s euros.

3. On suppose dans cette question que p = q = } On cherche & calculer Dy, c’est-a-dire & calculer le temps moyen

au bout duquel I'individu pourra acheter le bien ou sera ruiné, avec un avoir initial de s euros.

a) Montrer que la suite définie pour tout k € N par uy = —k? satisfait a la relation de récurrence:
1
§Uk+1 — U + i’Uzkf] = —1.
b) Montrer que la suite finie (vg)reqo,n] définie par vy, = Dy — uy satisfait une relation de récurrence linéaire
d’ordre 2.

¢) En déduire la valeur de D;.
4. Calculer p lorsque p # q.

Exercice 3151
Deux joueurs A et B participent a un jeu se déroulant en plusieurs parties indépendantes et identiques.
Avant le début du jeu, A et B disposent d’une mise initiale égale & a et b euros respectivement.
On suppose que la probabilité pour que A (respectivement B) gagne une partie est égale a p €]0; 1] (resp. ¢ = 1 — p).
Si A (respectivement B) perd une partie, il donne un euro a B (resp. A).
Le jeu s’achéve lorsqu’un joueur est ruiné.
1. On note A, (respectivement B, ;) 'événement « le jeu s’achéve par la ruine du joueur A (resp. B), A et B
disposant d’une mise initiale égale a a et b respectivement ».
a) Montrer que:
P(Aap) = pPP(Aat1,0-1) + ¢P(Aa—1.p41)-

b) En posant u,, = P(A, q4b—n), montrer que:

b sip= —1
a+b . piqu
1— q
P(Aa7b): q a P )
o) -tk wnes

c) Déterminer lim P(A, ;). Interpréter ce résultat.
b—+o00

d) Déterminer P(B, ) puis la probabilité que le jeu s’achéve.
2. On note Ty p la variable aléatoire égale au nombre de parties nécessaires pour que le jeu s’achéve, A et B disposant
d’une mise initiale égale & a et b respectivement.

a) Montrer que:
vk € [[l,a +b— 1ﬂ, P(Ta,b = k) = pP(Ta+1,b—1 =k— 1) + qP(Ta—l,b—H =k-— 1)

b) En déduire que E(T,5) = 1 + pE(Tut1,0—1) + ¢E(Ta—1,0+1)-
c¢) En posant v, = E(T}, o+p—n) €t en considérant la suite (wy,)nen définie par:

2 ; 1
Up + N SIp=q= =
wy, = 1 2
U + n sip#q
pP—q
montrer que:
ab sip=q==
a\"
E(Top) = 1 p .
—— | (a+b)x ——~L———a| sip#q
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3. Déterminer un équivalent de E(T, ) quand b tend vers +oo.

3 Variables aléatoires a densité

Exercice 3152
ESCP 2002

Soit (€2,.4,P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire a valeurs réelles, de fonction de répartition F' définie

par:
0 siz <0
Fz) = 1fe*r/2(1+§) siz >0

La fonction F' est-elle continue sur R?
Déterminer lim F'(x). Interpréter ce résultat.
r—r+0o0

Déterminer une densité de probabilité f de X.

= W N

Etudier les variations de f et représenter I’allure du graphe de cette fonction.

Exercice 3153 i
Soit f la fonction définie sur R par f(z) = ———.
er +e

Déterminer K pour que f soit une densité de probabilité.

Exercice 3154

Soit a €]1, + oo[ et X une variable aléatoire continue dont la densité f est définie par:

fz) =

x2

Kw six € [1,4]
0 sinon

1. Déterminer K.
2. Calculer E(X) et V(X).

Exercice 3155
Soit f la fonction définie sur R par:

K .

0 six<0
ou |z| désigne la partie entiére de z.
1. Déterminer K pour que f soit la densité de probabilité d’une variable aléatoire X.
2. Pour cette valeur de K, calculer E(X).

Exercice 3156
ESCP 20011
xdx

Soit I = / o wdr

1 (1 +22)v1 — 24
1. Montrer que I converge. Déterminer sa valeur.
2. Soit f définie par:

0 siz<Oouz>1
f@) = 20 -
(1+I2)m si0<z<1
a) Montrer que f est une densité de probabilité.

b) Soit X une variable aléatoire ayant f pour densiteé.
X a-t-elle une espérance? une variance?

Exercice 3157
ESCP 2007
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1. Soit Z une variable aléatoire réelle & valeurs dans |0; 1], possédant une densité g continue sur 0; 1[.
Montrer que Z posséde une espérance.
On suppose que, pour tout = €]0;1[, g(1 — z) = g(z). Quelle est, dans ce cas, Pespérance de Z?

2. Montrer que la fonction « — sin(x) réalise une bijection de {fg,g} sur [—1;1].

On note ¢ sa bijection réciproque.
Montrer que la fonction ¢ est dérivable sur | — 1;1[ et calculer sa dérivée.

1
dx
Soit I = / R
0o Vz(l—1x)
Montrer que cette intégrale converge et la calculer.
4. Montrer que la fonction f définie sur R par:

si0<z<l1

0 sinon

est une densité de probabilité.

Soit X une variable aléatoire réelle admettant f pour densité.

Déterminer E(X) en utilisant la premiére question. Retrouver ce résultat en utilisant la définition de I'espérance et
le changement de variable x = (sin(6))?.

Exercice 3158
Soit f la fonction définie sur R par

fz) = { cos(z) sixze€ [0; g[

0 sinon

1. Montrer que f est la densité de probabilité d’une variable aléatoire X.
2. Soit Y = tan(X).

a) Déterminer la loi de Y.

b) Calculer E(Y). Y admet-elle une variance?

Exercice 3159
ESCP 2000
On considére la fonction F' définie sur R par:

175 siz>0
F(x) = 512

1. Montrer que F est la fonction de répartition d’une variable aléatoire & densité qu’on nommera X, dont on donnera
une densité et ’espérance si elle existe.

2. Pour n entier naturel non nul, on note Y,, la variable aléatoire définie comme la partie entiére de n.X.
On rappelle que si x est un nombre réel, la partie entiére de x est le plus grand entier relatif n tel que n < z < n+1.
a) Déterminer la loi de Y,,.
b) Déterminer son espérance si elle existe.

Exercice 3160
ESCP 2001
Soit f la fonction définie sur R par:
a3™® six >0
f(x)—{ a3® siz <0
1. Déterminer a pour que f soit une densité de probabilité.
2. Soit X une variable aléatoire admettant f pour densité.
a) Déterminer la fonction de répartition de X.
b) Montrer que X admet une espérance E(X) et la calculer.
3. On pose Y = 3¥.

a) Déterminer la fonction de répartition de Y.
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b) Y admet-elle une espérance?

Exercice 3161
Soit b € R% et X une variable a densité définie sur un espace probabilisé (€2,7,P), prenant ses valeurs dans I'intervalle
[—b,b] et admettant un moment d’ordre 2.
Montrer que:
E (X?) - a2

Va >0, P(|X|>a)2> —
Exercice 3162
ESCP Question courte 2007

1
Soit X une variable aléatoire strictement positive de densité f. On suppose que X et X admettent une espérance.

1 1
Comparer E (X) et m

Exercice 3163

Question courte - Oral ESCP 2006

Soit X une variable aléatoire réelle de densité f continue sur R et admettant une espérance. On suppose qu’il existe
un réel b tel que, pour tout z € R, f(b— ) = f(z).

Calculer E(X) en fonction de b.

Exercice 3164

ESCP 2006

Soit a un réel strictement positif.

On considére la fonction f définie sur R par:

@) = ;exp(axx;1> si x €]0;1]

0 sinon

ou exp désigne la fonction exponentielle.
1. Etudier la continuité de f.

2. Déterminer la constante C' telle que C' x f soit une fonction densité (on pourra utiliser le changement de variable

1
—1- ).
U x)

1
3. Soit X une variable aléatoire de densité C' x f. Soit Y la variable aléatoire définie par ¥ = X {XJ’ ou |-]

désigne la fonction partie entiére.
1
a) Déterminer la loi de probabilité de \‘XJ .

b) Déterminer la fonction de répartition de Y, puis une densité de Y.

Exercice 3165
ESCP 2003
Soit f la fonction définie sur R par:

1

1
f@) =4 m@) Tte
0 siz €] — 00,0l U[l, + oo

si z €]0;1]

1. a) Montrer que f est une densité d’une variable aléatoire X.

b) Déterminer la fonction de répartition Fy de X.

c) Déterminer V'existence et la valeur éventuelle de E(X) et V(X).
2. On pose Y = % et N = L;{J (N est la partie entiére de %)

a) Déterminer la loi de Y.

b) Déterminer la loi de N.
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¢) Y et N ont-elles une espérance?

3. Onpose Z=Y — N.
Déterminer la loi de Z.
La variable aléatoire Z a-t-elle une espérance?

4 n-uplets de variables aléatoires

4.1 Cas général
Exercice 3166

Soit (a,b) € R? aveca >0et n € N, n > 2.
On considére n variables aléatoires réelles X7, ..., X, telles que:

. b sii#j
V(i,5) € [1,n]?, Cov(X;,X;) = { 0 sii i‘;

Montrer que:

Q| o
—

Exercice 3167

ESCP Question courte 2005

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les variables aléatoires indépendantes X et Y pour que X et XY
soient non corrélées.

Exercice 3168
Mines-Ponts MP 2021. X PC 2020
Soit X et Y deux variables aléatoires réelles strictement positives indépendantes et de méme loi.

Montrer que:
X
E(=]>1
(v)

A quelle condition a-t-on égalité?

Exercice 3169

Mines-Ponts MP 2017

Soit X et Y deux variables aléatoires réelles admettant un moment d’ordre 2 avec V(X) > 0.
Déterminer (a,b) € R? tel que E ((Y — (aX +b))?) soit minimale.

4.2 Cas des variables aléatoires discrétes

Exercice 3170
Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé¢ (©2,P,P). On suppose que X () =

{z1,... 20} et Y() ={y1,... ,yp}-
Montrer que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes si, et seulement si, la matrice A = (P((X = z;)N(Y =

Y;)))i<i,j<n €st de rang 1.

Exercice 3171
CCINP PC 2019
Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées telles que:

VneN*, P(X,=1)=P(X, =-1)=

n
Pour tout n € N*, on pose S, = > X.
k=1

1. Pour tout n € N* et tout t € R, calculer E(cos(X,t)) et E(sin(X,t)).
2. Montrer que, pour tout n € N* et tout t € R, E(cos(Spt)) = cos™(t).
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Exercice 3172
Mines-Ponts PSI 2019
Soit X; et X, deux variables aléatoires réelles discrétes a valeurs dans R, indépendantes et de méme loi. On pose
X X
Y, = Ol Y, = 22
X1 + X2 Xl + X2
1. Justifier que Y7 admet une espérance finie et calculer E(Y7).
2. Justifier que Y; admet une variance finie et montrer que Cov(Yy,Ys) = —V(Y7).

Exercice 3173

Mines-Ponts MP 2021

Soit n € N*, X;,...,X,, des variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées et & valeurs dans R7 .
m+m+m)

Pour tout k£ € [1,n], calculer E
[tn] <X1 +--+ X,

Exercice 3174

Mines-Ponts PC 2017

Soit n € N, n > 2. On tire simultanément deux boules dans une urne contenant n boules numérotées de 1 a n.
Soit X et Y les variables aléatoires égales au plus petit et au plus grand numéro respectivement.

Déterminer la loi conjointe de (X,Y). En déduire les lois de X et de Y.

Exercice 3175
Mines-Ponts PC 2017
Soit X et Y deux variables aléatoires & valeurs dans N* telles que:

V(ij) € (N, P(X =i)n(Y =j)) = ST

1. Calculer a.
2. Déterminer les lois marginales de X et de Y.
3. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes?

Exercice 3176
Mines-Ponts MP 2017
Soit p €]0;1[, X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N telles que:

L(J PR
P(X=i)N(Y =j)) = 2j<i>p(1—p) sii<j
0

sinon

1. Déterminer les lois de X et de Y.
2. Les variables X et Y sont-elles indépendantes?

Exercice 3177 )
Soit (a,\) € (Ri) , X et Y deux variables aléatoires & valeurs dans N dont la loi conjointe vérifie :

. : : |+ )N
(i) €, P(X =) (Y =) = oI
1. Déterminer la valeur de a en fonction de A.

2. Déterminer les lois marginales de X et de Y.

Exercice 3178
ESCP 1999
1. Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (2,.4,P), indépendantes, de méme loi,

a valeurs dans N et telles que:
VneN, P(X=n)#£0.

Les variables X +Y et X — Y sont-elles indépendantes?

2. Réciproquement, on suppose que X et Y, a valeurs dans N, sont telles que X +Y et X — Y sont indépendantes.
Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes?
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3. Soit X et Y a valeurs dans N, possédant une variance, telles que X +Y et X — Y soient indépendantes.
Comparer la variance de X et celle de Y.

Exercice 3179
Mines-Ponts MP 2017
Soit p €]0;1[, g =1 —p, X et Y deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N telles que:

VEeN, P(X =k) =P =k)=pg".

1. Déterminer les lois des variables aléatoires U = min(X,Y) et V = max(X,Y).
2. Calculer E(U) et E(V).

Exercice 3180
Soit X et Y deux variables aléatoires définies un espace probabilisé (2,4,P), a valeurs dans N, indépendantes et de
méme loi.
On pose D =X —Y et I = min(X,Y).
1. On suppose que, pour tout k € N, P(X = k) = pg* avec p €]0;1[ et ¢ =1 — p.

a) Déterminer la loi conjointe de (D,I).

b) Déterminer les lois marginales de D et I.

Vérifier que D et I sont indépendantes.

2. On suppose que D et I sont indépendantes et que, pour tout n € N, P(X =n) # 0.
Montrer qu'il existe p €]0; 1] tel que:

VkeN, P(X =k)=p(l-pP*

Exercice 3181

Soit n € N*. On dispose de n urnes Uy, Us,...,U,. Pour tout k € [1,n], I'urne Uy, contient k boules numérotées de 1
a k. On choisit une urne au hasard puis on tire une boule de cette urne.

On note X la variable aléatoire égale au numéro de l'urne choisie et Y la variable aléatoire égale au numéro de la
boule tirée.

1. Déterminer la loi du couple (X,Y).

2. En déduire la loi de Y puis calculer son espérance E(Y) et sa variance V(Y).

Exercice 3182

Mines-Ponts MP 2019. Centrale PC 2018. ESCP 2000, 2006, 2009

On considére une succession d’épreuves de Bernoulli indépendantes de méme parameétre p €]0; 1].

L est la variable aléatoire égale & la longueur de la premiére série débutant a la premiére épreuve, une série étant une
succession soit de succés soit d’échecs interrompue par ’événement contraire.

L est la variable aléatoire égale a la longueur de la deuxiéme série débutant aprés la fin de la premiére série.
L3 est la variable aléatoire égale a la longueur de la troisiéme série débutant aprés la fin de la deuxiéme série.
Ainsi, pour une succession d’épreuves débutant par SSSEESE...,ona L1 =3, Lo =2 et Ly = 1.

1. Déterminer la loi de Ly puis calculer son espérance et sa variance.

2. Déterminer la loi de Lo puis calculer son espérance et sa variance.

3. Déterminer la loi conjointe du couple (Li,L2).

Retrouver la loi de Ls.

Les variables aléatoires Ly et Lo sont-elles indépendantes? (On discutera selon les valeurs de p).

Calculer la covariance de L1 et Lo.

1 1
Déterminer la loi de L; + Lo. On distinguera les cas p = 3 et p# 3

N ove

Déterminer la loi de Ls.

Exercice 3183 - Marche aléatoire sur Z2

Centrale PSI 2016

Un individu, initialement & ’origine O d’un repére orthonormé du plan, se déplace a chaque instant d’un pas dans
I'une des quatre directions (nord, sud, est, ouest). Il effectue ainsi une marche aléatoire dans Z2.

On note M,, sa position aprés n déplacement, en convenant que My = 0. On note X,, et Y,, les variables aléatoires
égales respectivement a I'abscisse et a 'ordonnée de M,,.
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1. Calculer E (X2,,) en fonction de E (X2).
En déduire 'espérance de D2 o D,, est la variable aléatoire égale & la distance de M,, a 'origine.

2. Les variables aléatoires X,, et Y,, sont-elles indépendantes?
3. Calculer la probabilité P(D,, = 0).

Exercice 3184 - Loi Zeta
Mines-Ponts PC 2019. Centrale MP 2019
On consideére la fonction ¢ de Riemann définie sur |1, 4+ oo[ par:

+oo
)=

ns
n=1

Soit s > 1. Une variable aléatoire X suit la loi Zeta de paramétre s si X () = N* et

Ve, P(X =)= o

1. Soit X une variable aléatoire suivant la loi Zeta de paramétre s.
On note P l'ensemble des nombres premiers et, pour tout p € P, A, I'événement « p divise X ».
a) Calculer P(A4,).
b) Montrer que les événements (A,),cp sont mutuellement indépendants.
¢) En considérant (| A,, montrer l'identité d’Euler:

peP
@ I(-5)

1
d) Déterminer la nature de la série de terme général > —.
peP P

2. Soit X une variable aléatoire suivant la loi Zeta de paramétre s.
Pour p € P et n € N*, on note v,(n) la valuation p-adique de n.
Pour tout p € P, on considére la variable aléatoire V,, = 1 + v,(X).

S

1
Montrer que V), suit la loi géométrique G (1 - ) puis que les variables aléatoires (V},)pep sont mutuellement
p

indépendantes.
3. Soit X une variable aléatoire suivant la loi Zeta de paramétre s et Y une variable aléatoire telle que, pour tout
n € N*, la loi conditionnelle de Y sachant (X = n) est la loi uniforme sur [,n].

En considérant la variable aléatoire Z = < montrer que

+oo
CERI) AL

n=1

ol ¢ est la fonction indicatrice d’Euler égale au nombre d’entiers de [1,n] premiers avec n.

4. Soit X et X’ deux variables aléatoires indépendantes suivant les lois Zeta de paramétres s > 1 et s’ > 1 respecti-
vement.
Montrer que la variable aléatoire X A X’ égale au PGCD de X et X’ suit la loi Zeta de paramétre s + 5.

4.3 Cas des variables aléatoires a densité

Exercice 3185
ESCP 2008

1. Soit ¢ un réel tel que ¢t ¢ {—1;1}. Déterminer deux réels A(t) et B(t) tels que pour tout réel u > 0:
1 At B()
(14u)(1+t2u)  14+u  1+t2u

2 In |¢|
w221
a) Montrer que g se prolonge par continuité en —1 et 1.

2. Soit g la fonction définie sur R* \ {—1;1} par: g(t) =
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O In(t
b) Montrer que l'intégrale / t2n( )1 dt est convergente.
0 _

3. Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (2,,4,P) dont une densité f est définie sur R
par:

1
f($)=m~

X
Soit Y une variable aléatoire indépendante de X, de méme loi que X. On pose T = v et on admet qu'une densité

fr de T est donnée, pour tout ¢ réel non nul, par:

+oo
fo(t) = / ly1£(0) f (ty)dy.

a) Montrer que pour tout réel ¢ non nul:

R Y
pO=5 [ aratrEs

b) En déduire l'expression de fr.

0 In(t)
c) En déduire la valeur de l'intégrale / 2 1dt.

0 _
Exercice 3186
ESCP 2001, 2008
1. Soit f la fonction définie sur R par:

1
S )

Montrer que f est une densité de probabilité (on pourra utiliser le changement de variable z = tan(u)).

Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (2,4,P), indépendantes et possédant
comme densité la fonction f.
2. Montrer que la variable aléatoire X; définie par:
{ In|X| si X#0
X, = .
0 sinon

est une variable aléatoire & densité et déterminer une densité de Xj.

3. Prouver que la variable aléatoire Z = In|XY| admet comme densité la fonction g définie par:

4xe®
———— sizeR*
g(x) = 772<92; —-1) .
— siz=0
T

4. Montrer que T' = | XY| est une variable & densité et donner une densité de 7.
5. En déduire la convergence et la valeur des intégrales:

“+oc0 1
I :/ de et J :/ In(z) dx
0 1 0

2 — 2 —1

Exercice 3187
ESCP 2002

a
On se donne deux variables aléatoires X et Y indépendantes, de densités respectives fx et fy, avec fx(t) =

m(a? +t2)

, pour tout réel ¢ (a et b désignent deux réels strictement positifs).

b
et fy (t) = m
On pose Z = sup(X,Y) et V = X2
1. Vérifier que fx et fy sont bien des densités de probabilité.
2. a) Déterminer une densité de Z.

b) La variable aléatoire Z posséde-t-elle une espérance? Une variance?
3. a

) Déterminer une densité de V.
b) La variable aléatoire V posséde-t-elle une espérance? Une variance?

Baptiste GORIN



CHAPITRE XXXIII

L.OIS USUELLES

1 Lois usuelles discrétes
1.1 Loi uniforme

Cas des variables aléatoires « simples »

Exercice 3188

Mines-Ponts PC 2017

Une urne contient n boules numérotées de 1 a n. On effectue des tirages successifs sans remise d’une boule.
On note X la variable aléatoire égale au rang d’apparition du numéro 1.

Déterminer la loi de X.

Exercice 3189 - Une urne de Polya

Une urne contient initialement une boule blanche et une boule noire. On effectue des tirages successifs d’une boule de
cette urne et, a chaque tirage, on replace dans I'urne la boule obtenue en ajoutant une boule de la méme couleur.
On note X, la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches obtenues au cours des n premiers tirages.
Déterminer la loi de X,,.

(On commencera par examiner les casn=1,n=2,...).

Cas des n-uplets de variables aléatoires

Exercice 3190

Mines-Ponts MP 2016

Soit n € N, n > 2. On dispose de n urnes numérotées de 1 & n. Pour tout k € [1,n], 'urne numéro k contient k& boules
numérotées de 1 a k.

On choisit une urne au hasard et puis on tire une boule. On note U la variable aléatoire égale au numéro de I'urne
choisie et X la variable aléatoire égale au numéro de la boule tirée.

1. Déterminer la loi du couple (U,X).

2. Déterminer la loi de X.

3. Calculer 'espérance de X.

Exercice 3191

Soit (m,n) € N2 avec m < n, X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme U([1,m]) et
U([1,n]) respectivement.

Calculer P(X =Y) et P(X <Y).

Exercice 3192

Mines-Ponts PC 2016. CCINP MP 2019

Soit n € N*, X, Y et Z trois variables aléatoires mutuellement indépendantes définies sur un méme espace probabilisé
et suivant la loi uniforme U([1,n]).

1. Déterminer la loi de X 4+ Y.
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2. Calculer P(X +Y = Z).
3. a) Montrer que la variable aléatoire T' définie par T'=n + 1 — Z suit la loi uniforme U ([1,n]).
b) Calculer P(X +Y +Z =n+1).

Exercice 3193
Soit n € N*, X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme U([[1,n]).
Déterminer la loi de X —Y.

Exercice 3194

Mines-Ponts PC 2016

Soit n € N*, X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi uniforme U([1,n]).
On pose U = min(X,Y) et V = max(X,Y).

1. Déterminer la loi de probabilité de U puis calculer son espérance.

2. Déterminer la loi de probabilité de V' puis calculer son espérance.

3. En considérant UV, calculer Cov(U,V).

Exercice 3195
Soit n € N*, X,...,X,, n variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme U([1,n]).
On note Y = max(Xy,...,X,).

1. Déterminer la loi de Y.

Exercice 3196

Mines-Ponts PC 2016

Soit p € N, p > 2, (X,,)nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi
uniforme U ([1,p]).

On note M,, = max(Xy,...,X,).

1. Déterminer la loi de probabilité de M,,.

2. Déterminer la limite de la suite (E(Mp,))nen--

Exercice 3197
Soit n € N*, X une variable aléatoire suivant la loi uniforme U([1,n]) et Y = (X + 1)2.
Calculer Cov(X,Y).

Exercice 3198

ENSEA MP 2017

Soit X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans [0,n] telles que, pour tout k& € [0,n], la loi conditionnelle de X
sachant (Y = k) est la loi uniforme sur [0,k].

Déterminer la loi de (X,Y'), puis la loi de X en fonction de celle de Y.

Calculer 'espérance de X en fonction de celle de Y

Exercice 3199

ESCP 2006

On considére une urne contenant n boules numérotées portant des numéros deux a deux distincts.

Un premier joueur effectue dans I'urne des tirages sans remise jusqu’a ce qu’il obtienne la boule portant le plus grand
numéro. On note X; le nombre de tirages effectués par ce joueur.

S’il reste des boules dans 1'urne, un deuxiéme joueur effectue la méme expérience (c’est-a-dire qu’il effectue des tirages
sans remise jusqu’a obtenir la boule de plus grand numéro parmi celles présentent au moment ou il entre en jeu).

On note X5 le nombre de tirages effectués par ce second joueur (nombre qui vaut éventuellement 0).

1. Donner la loi, ’espérance et la variance de Xj.

2. Donner la loi de X5 conditionnée par X;.
1n=11
En déduire que, pour i € [I,n — 1], P(Xo =i) = — > e puis donner la loi de Xo.
T k=

3. Calculer l'espérance E(X5).
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Exercice 3200

X - ESPCI PC 2019

Soit (k,m,n) € (N*)S. On lance k fois un dé équilibré & m faces numérotées de 1 a m.
Quelle est la probabilité que la somme soit égale a n?

Exercice 3201

X-ESPCI PC 2019. Mines-Ponts MP 2019. Centrale PC 2019

Montrer qu’on ne peut pas truquer deux dés de sorte que la variable aléatoire égale & la somme des dés suive la loi
uniforme sur [2;12].

Exercice 3202

X MP 2016. Mines-Ponts PSI 2017

Soit X1, ...,X,, des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées suivant la loi uniforme sur {—1;1}.
On pose S, = X1 + -+ X,,.

Montrer que:

Sh 2
vreRL, P < > 7’) <e 7.

1.2 Loi de Bernoulli

Cas des variables aléatoires « simples »

Exercice 3203
HEC ECS FEzxercice sans préparation 2018
Soit p € R. On considére une variable aléatoire X a valeurs dans N admettant des moments jusqu’a 'ordre 2 et
vérifiant :
E(X)=E(X?) =p.
1. Montrer que p est compris entre 0 et 1.
2. Montrer que X suit la loi de Bernoulli B(p).

Exercice 3204
Mines-Ponts PC 2019
Soit A et B deux événements indépendants d’un espace probabilisé (Q,7,P) et X =14 +1p.

4
Montrer que la probabilité d’un des trois événements (X = 0), (X = 1) et (X = 2) est supérieure ou égale a 9

Exercice 3205
Soit n € N*; Ay, ...,A, des événements d’un espace probabilisé (Q2,.4,P). Pour tout k € [1,n], on note By I’événement
« au moins k événements parmi Aq,...,A, sont réalisés ».
En calculant 'espérance d’indicatrices judicieusement choisies, montrer que:
n n
Y P(Ar) =) P(By).

k=1 k=1

Exercice 3206

Soit n € N, n > 3. Une urne contient n boules blanches et n boules noires.

On tire ces 2n boules une & une et sans remise.

On dit qu’il y a un changement si, a un tirage, on obtient une boule de couleur différente de la boule précédemment

tirée.

On note X la variable aléatoire égale au nombre de changements.

1. Quelle est la probabilité qu’il y ait au moins 3 changements?

2. Pour k € [2,2n], on note X}, la variable aléatoire égale a 1 si le k-iéme tirage donne un changement, et a 0 sinon.
Déterminer les lois des variables X,.

3. Calculer I'espérance de X.

Exercice 3207

On considére n jetons identiques et n boites identiques (n € N*).

On répartit au hasard les n jetons dans les n boites. Chaque boite peut recevoir plusieurs jetons.
On note X, la variable aléatoire égale au nombre de boites recevant au moins un jeton.
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1. En exprimant X,, comme somme de n variables aléatoires, calculer E(X,,) en fonction de n.

2. Calculer lim M

n—-+oo n

Exercice 3208
On considére deux urnes contenant chacune b boules blanches et n boules noires.
On note X la variable aléatoire égale au nombre de fois ou, en retirant une boule de chacune des deux urnes, elles
n’ont pas la méme couleur. Les tirages s’effectuent sans remise.
1. Calculer la probabilité pour que, lors du k-iéme tirage, les deux boules n’aient pas la méme couleur.
En déduire 'espérance de X.
2. Déterminer la loi de X.

Exercice 3209 - Une urne de Polya
Une urne contient initialement b boules blanches et n boules noires. On effectue des tirages successifs d’une boule selon
le protocole suivant :
e si la la boule tirée est blanche, elle est remise dans I'urne avant le tirage suivant;
e si la boule tirée est noire, elle est jetée et remplacée dans I'urne par une boule blanche avant le tirage suivant.
1. Quelle est la probabilité que le k-iéme tirage améne une boule noire?
2. Soit X} la variable aléatoire égale au nombre de boules noires obtenues au cours des k premiers tirages.
Calculer 'espérance de X}, ainsi que sa limite quand k tend vers +o0.

Exercice 3210
ESCP 2006
Soit n un entier supérieur ou égal & 2. Une urne contient une boule noire et (n — 1) boules blanches.
On vide 'urne en effectuant des tirages d’une boule de la maniére suivante : le premier tirage s’effectue sans remise, le
deuxiéme s’effectue avec remise, le troisiéme s’effectue sans remise, le quatriéme s’effectue avec remise... D’une maniére
générale, les tirages d’ordre impair s’effectuent sans remise et les tirages d’ordre pair s’effectuent avec remise de la
boule tirée.
1. a) Quel est le nombre total N de tirages effectués lors de cette épreuve?
b) Pour tout j € [1,n — 1], combien reste-t-il de boules avant le (2j)-éme tirage? Combien en reste-t-il avant le
(2j + 1)-iéme tirage?
2. On désigne par X la variable aléatoire égale a 1 si la boule noire est obtenue au k-iéme tirage (que ce soit la
premiére fois ou non) et a 0 sinon.
On désigne par X la variable aléatoire égale au nombre d’apparitions de la boule noire lors de cette épreuve.
a) Calculer P(X; = 1), P(X2 =1).
b) Pour tout entier naturel j € [1,n — 1], calculer P(Xgj11 = 1) et P(Xy; = 1).
3. Pour tout j € [1,n — 1], on note U; I’événement « on obtient la boule noire pour la premiére fois au (25 — 1)-iéme
tirage ».
a) En considérant état de 'urne avant le (2n — 2)-iéme tirage, montrer que P(U,,) = 0.
b) Montrer que, pour tout j € [1,n — 1], on a: P(U;) = %
c¢) Exprimer événement (X = 1) en fonction des événements (U;), et en déduire la valeur de P(X = 1).
Calculer P(X =n).

Exercice 3211
On dispose d’un sac contenant m jetons numérotés de 1 & m (avec m € N, m > 4), de deux urnes U; et Us et de m
boules numérotés de 1 & m.
Au début de lexpérience, I'urne U contient 2 de ces boules et Us contient les (m — 2) autres boules.
Une épreuve consiste & choisir un jeton au hasard dans le sac puis & changer d’urne la boule portant le numéro du
jeton choisi et enfin remettre le jeton dans le sac.
Pour tout n € N*, on note X,, la variable aléatoire égale au nombre de boules dans I'urne U; aprés n épreuves.
1. Déterminer la loi de X; et calculer E(X7).
2. a) Exprimer P(X,,11 = 0) en fonction de P(X,, = 1).
b) Pour k € [1,m — 1], exprimer P(X,, 11 = k) en fonction de P(X,, =k — 1) et P(X,, =k + 1).
c¢) Exprimer P(X,,11 = m) en fonction de P(X,, = m — 1).

-2
3. Montrer que E(X,,11) = m7E(Xn) +1.
m

En déduire lexpression de E(X,,) en fonction de m et n.
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Cas des n-uplets de variables aléatoires

Exercice 3212

CCP PC 2016

Soit p €]0;1[, X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi de Bernoulli B(p).
Déterminer la loi de probabilité de X 4+ Y puis calculer son espérance et sa variance.

Exercice 3213

Soit p € [0;1], X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi de Bernoulli B(p).
1. Déterminer laloide X +Y et de X — Y.

2. X +Y et X —Y peuvent-elles étre indépendantes?

Exercice 3214
CCP PSI 2017
Soit n € N*, X7,...,X,, n variables aléatoires mutuellement indépendantes telles que, pour tout k € [1,n], X} suit la

loi de Bernoulli B (}f)

Soit N la variable aléatoire égale a 0 si, pour tout k € [1,n], X = 1, égale & min{k € [1,n] / X}, = 0} sinon.
Déterminer la loi de probabilité de N puis calculer son espérance et sa variance.

Exercice 3215
Deux variables aléatoires non corrélées suivant une loi de Bernoulli sont-elles indépendantes?

Exercice 3216

Mines-Ponts PC 2019

Soit n € N, n > 2. Une urne contient une boule noire et (n — 1) boules blanches. On vide 'urne en effectuant des

tirages d’une boule de la maniére suivante: aux rangs impairs, on effectue un tirage sans remise; aux rangs pairs, on

effectue un tirage avec remise.

On note N le nombre de tirages effectués.

Pour k € [1,N], on note X}, la variable aléatoire égale a 1 si la boule tirée au k-iéme tirage est noire, a 0 sinon. Enfin,
N

on pose S = Y Xj.
k=1

1. a) Déterminer N.
b) Pour j élément de [1,n — 1], combien reste-t-il de boules avant le (2j)-éme tirage? Combien en reste-t-il avant
le (25 + 1)-iéme tirage?
2. Pour tout j € [1,n — 1], calculer P(X5;11 = 1) et P(Xy; =1).
3. Calculer 'espérance de S.

Exercice 3217
ESCP 2017
Soit n un entier tel que n > 2. Une urne contient initialement n boules numérotées de 1 a n. On vide 'urne en
extrayant toutes les boules une par une au hasard et sans remise. Pour tout ¢ € [1,n], on note X; la variable aléatoire
qui vaut 1 si la boule obtenue au i-éme tirage porte le numéro i et qui vaut 0 dans le cas contraire.
1. a) Quelle est la loi de X;?

b) En déduire l'espérance de la variable aléatoire N qui donne le nombre de fois ou, lors du tirage, le rang du

tirage et le numéro de la boule obtenue sont égaux.

Pour tout k € [1,n], on dira que le résultat du k-iéme tirage est un « sommet » lorsque la boule obtenue a ce tirage
porte un numeéro strictement supérieur a tous les numéros obtenus jusqu’alors (en particulier, lorsque k = 1, la premiére
boule est toujours un sommet).

2. Combien existe-t-il de fagons de vider I'urne pour lesquelles il n’y a qu'un seul sommet ?
Combien existe-t-il de fagons de vider 'urne pour lesquelles il y a n sommets?

q
+k +q+1
Vi) €N Z<pp )<pp—qkl >

k=0

3. Montrer la relation suivante:

4. a) Soit k € [2,n] et j € [k,n] fixés.
Combien existe-t-il de fagons de vider 'urne, pour lesquelles, a la fois la k-iéme boule obtenue porte le numéro
j et le k-iéme tirage constitue un sommet?
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b) Combien existe-t-il de fagons de vider I'urne pour lesquelles le k-iéme tirage est un sommet? En déduire la
probabilité que le k-iéme tirage soit un sommet.
5. Soit R le nombre aléatoire de sommets obtenus lorsque I'on vide I'urne.
Déterminer, sous forme d’une somme, ’espérance de R.

Exercice 3218

Soit n € N* et r € [1,n]. Une armoire contient n paires de chaussures. On décide d’y prélever au hasard et simultané-
ment 2r chaussures.

On s’attend & avoir un certain nombre de chaussures dépareillées. Par conséquent, on considére la variable aléatoire
X égale au nombre de paires intactes présentes dans 1’échantillon prélevé.

1. Déterminer la loi de X.

2. Calculer 'espérance de X.

Exercice 3219

X - ESPCI PC 2018

Soit n € N* et r € [1,2n — 1]. On considére n couples formant un ensemble de 2n personnes. On suppose que
personnes décédent.

On considére la variable aléatoire X égale au nombre de couples restants.

1. Déterminer la loi de X.

2. Calculer I'espérance de X.

Exercice 3220

Mines-Ponts MP 2018. Mines-Ponts PC 2019. TPE PC 2017

Soit n € N*. Une urne contient n boules numérotées de 1 & n. On tire toutes les boules, une & une, sans remise.
Soit X la variable aléatoire égale au nombre de boules dont le numéro est égal au rang de tirage.

Calculer 'espérance et la variance de X.

Exercice 3221

ESCP 2017
Soit n un entier naturel tel que n > 2. On dispose d’'un paquet de n cartes C1,Cs, . ..,C, que 'on distribue intégrale-
ment, les unes aprés les autres entre n joueurs Ji,Js, ... ,J, selon le protocole suivant :

— la premiére carte C; est donnée a Ji;

— la deuxiéme carte C5 est distribuée de fagon équiprobable entre J; et Jo;

— la troisiéme carte C3 est distribuée de fagon équiprobable entre Jy,J5 et J3;

— et ainsi de suite, jusqu'a la derniére carte C, qui est donc distribuée de fagon équiprobable entre les joueurs
J1,J2, .

On suppose Pexpérience modélisée sur un espace probabilisé (Q,B,P).

On note X, la variable aléatoire égale au nombre de joueurs qui n’ont recu aucune carte a la fin de la distribution.

1. Déterminer X,,(Q) et calculer P(X,, =0) et P(X,, =n —1).

2. Pour tout 4 de [1,n], on note B; la variable aléatoire qui vaut 1 si J; n’a requ aucune carte a la fin de la distribution
et qui vaut 0 sinon.
Déterminer la loi de B;. Exprimer la variable aléatoire X, en fonction des variables aléatoires B; et en déduire
I’espérance de X,,.

3. En faisant le moins de calculs possibles, donner la loi de Xy.

4. a) Montrer que, pour ¢ et j dans [1,n] tels que ¢ < j, on a:

P(B;=1)N(B; =1)) = =G =2)

n(n—1)
En déduire la covariance des variables aléatoires B; et B;.
1
b) Montrer que V(X,,) = nl—; .

Exercice 3222

On considére une urne contenant n boules numérotées de 1 & n (avec n > 2). On tire ces boules au hasard, une par
une et sans remise. On note (z1,z2,...,z,) la liste des numéros successivement tirés.

Pour k € [2,n], on dit qu’il y a « montée » (resp. « descente ») au k-iéme tirage si xp > xp_1 (resp xp < Tp—1).

On note M et D les variables aléatoires égales aux nombres de montées et de descentes respectivement.

Déterminer les espérances et les variances de M et D.
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Exercice 3223

Centrale PST 2016

Soit (b,n) € (N *)2. Une urne contient b boules blanches et n boules noires. On tire toutes les boules une & une et sans

remise.

On dit qu’il y a un changement si, & un tirage, on obtient une boule de couleur différente de la boule précédemment

tirée.

On note X la variable aléatoire égale au nombre de changements.

1. Quelle est la probabilité qu'il y ait au moins 3 changements?

2. Pour k € [2,b+ n], on note X}, la variable aléatoire égale & 1 si le k-iéme tirage donne un changement, et a 0 sinon.
Déterminer les lois des variables Xj.

3. Calculer 'espérance et la variance de X.

Exercice 3224
Centrale PSI 2017
Une urne contient initialement deux boules blanches et une boule noire. A chaque étape, on tire une boule au hasard
dans l'urne avec remise et I’'on ajoute une boule supplémentaire de la méme couleur que la boule tirée. La variable
aléatoire X (respectivement Y) désigne le rang d’apparition de la premiére boule blanche (resp. noire) tirée. Pour tout
n € N*  la variable aléatoire Z,, désigne le nombre de boules blanches dans I'urne aprés n étapes. Enfin, U, est la
variable aléatoire valant 1 si la boule tirée & la n-iéme étape est blanche et 0 sinon.
1. Déterminer les lois de X et Y.

. Exprimer Z,, en fonction de certains des (Ug)r>1 et déterminer Z, ().

. Calculer P(U, 11 = 1|Z, = k).

2
3

2
4. Démontrer par récurrence que, pour tout n € N*, U, suit la loi de Bernoulli de paramétre 3"
5

. Déterminer la loi de Z,.

Exercice 3225

Bangue PT Cachan

Soit (b,n,c) € (N*)*. Une urne contient initialement b boules blanches et n boules noires.

On effectue des tirages successifs d’une boule de cette urne en replagant la boule obtenue dans I'urne juste avant le
tirage suivant et en ajoutant ¢ boules de la méme couleur.

Pour tout k£ € N*, on note X la variable de Bernoulli égale & 1 si le k-iéme tirage améne une boule blanche et a 0
sinon.

1. Calculer P(X; = 0), P(X2 = 0) et P(x,—0)(X1 = 0). Les variables X; et X, sont-elles indépendantes?

k
2. Pour tout k € N*, on pose S, = > X;. Montrer que:
i=1

b+ cE(S)_
Vi, PG =)= r e

En déduire que les variables aléatoires X} suivent la méme loi.

Exercice 3226

Soit n € N, n > 2. On considére une urne contenant n jetons numérotés de 1 & n. On y préléve une poignée aléatoire
de jetons.

On note N la variable aléatoire égale au nombre de jetons de la poignée et S la variable aléatoire égale & la somme
des numéros de la poignée (si la poignée est vide, c’est-a-dire si N = 0, on convient que S = 0).

Pour tout k € [1,n], on note X, la variable de Bernoulli égale a 1 si le jeton numéro k appartient a la poignée, a 0
sinon.

1. On suppose que toutes les poignées sont équiprobables.

a) Déterminer la loi de N puis son espérance.

b) Déterminer le paramétre de la loi de Bernoulli suivie par Xj.

¢) Calculer I'espérance de S.

d) Etudier I'indépendance des variables X}, puis calculer la variance de S.
2. On suppose que les « tailles » des poignées sont équiprobables.

a) Déterminer la loi de N puis son espérance.

b) Déterminer le paramétre de la loi de Bernoulli suivie par Xj.
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c¢) Calculer I'espérance de S.
d) Etudier I'indépendance des variables X}, puis calculer la variance de S.

3. Pour n = 3, déterminer la loi de S dans chacun des deux cas précédents.

Exercice 3227 - Modéle de Bose-Einstein
On considére n boules indiscernables. On place ces boules au hasard dans p tiroirs T3, ...,T}, (donc discernables).

1. Déterminer le nombre de répartitions possibles

On suppose que les répartitions possibles sont équiprobables.
Pour i € [1,p], on note X; la variable aléatoire au nombre de boules présentes dans le tiroir 7.
On note V,, la variable aléatoire égale au nombre de tiroirs restés vides.

2. Déterminer la loi de X;.
3. Déterminer la loi de V,.
4. Décomposer V,, en somme de variables de Bernoulli et en déduire son espérance.

1.3 Loi binomiale

Cas des variables aléatoires « simples »

Exercice 3228
IMT PSI 2017

Soit n € N, a € R et X une variable aléatoire a valeurs dans [0,n] telle que, pour tout k € X(Q2), P(X = k) = a(n)

1. Déterminer la valeur de a.
2. En déduire 'espérance et la variance de X.

Exercice 3229
Soit n € N*, p €]0; 1] et X une variable aléatoire suivant la loi binomiale B(n,p).

1
Calculer E <M) .

Exercice 3230

Soit E un ensemble de n personnes (n > 2). Chacune d’elles envoie une lettre (et une seule) a 'une quelconque des
n — 1 autres personnes.

Soit A une personne de E. On note X le nombre de lettres regues par A.

Déterminer la loi de probabilité de X puis calculer I’espérance de X.

Exercice 3231
Soit n € N. On effectue (2n + 1) lancers successifs et indépendants d’une piéce équilibrée.

1. Quelle est la probabilité d’obtenir plus de piles que de faces au cours de ces (2n + 1) lancers?

2. En considérant le rang d’apparition du (n + 1)-iéme pile lorsqu’on a obtenu plus de piles que de faces, en déduire

une expression simple de la somme
2n+1

> (")

k=n+1

Exercice 3232

Soit n € N*. On lance n fois une piéce équilibrée. On dit qu’un lancer est un changement s’il donne un résultat différent
du lancer précédent.

On note X la variable aléatoire égale au nombre de changements obtenus.

Déterminer la loi de probabilité de X.

Exercice 3233
Soit n € N* et X1,...,X,, n variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant la loi uniforme sur {—1;1}.

On pose S, = > Xj.
k=1

Déterminer la probabilité pour que la variable aléatoire |.S,,| soit minimale.
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Exercice 3234

On dispose de deux urnes U; et Us,.

Initialement U; contient 2 boules numérotées 1 et 2 et Uy ne contient aucune boule.

On lance une piéce équilibrée 2n fois de suite. A chaque lancer, si pile sort, la boule numéro 1 est changée d’urne, et
si face sort, la boule numéro 2 est changée d’urne.

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de boules dans U; aprés les 2n lancers.

Déterminer la loi de X et calculer E(X)

Exercice 3235
Jean tire sur une cible avec la probabilité p €]0; 1] de P’atteindre. Il tire n fois sur cette cible (n € N*).
A Tissue des n tirs, un compteur comptabilise le nombre de fois ou la cible a été atteinte.

1
Malheureusement, le compteur est détraqué et affiche le bon résultat avec la probabilité 5 et le bon résultat plus un

1
avec la probabilité —.

On note X la variable aléatoire égale au nombre affiché par le compteur.
Déterminer la loi de X puis calculer E(X).

Exercice 3236

Soit n € N*, p €]0; 1] et X une variable aléatoire suivant la loi binomiale B(n,p).

Soit Y la variable aléatoire définie de la fagon suivante:

e si X #£0,alors Y = X;

e si X =0, alors Y prend n’importe quelle valeur entre 1 et n (de fagon équiprobable).
Déterminer la loi de Y et calculer son espérance E(Y').

Exercice 3237

ESCP 1999

Une épreuve écrite de concours se présente sous forme d’un Q.C.M.

50 questions, supposées mutuellement indépendantes, y sont posées.

Pour chacune des 50 questions, il y a quatre sous-questions supposées mutuellement indépendantes.

Pour chaque sous-question, le candidat a le choix entre deux réponses: « vrai » ou « faux ».

Les réponses aux questions sont présentées en ligne, une ligne par question, chaque ligne étant constituée de quatre

cases a cocher, une par sous-question.

On suppose que le candidat donne une réponse a chaque sous-question et qu’il répond a chaque fois au hasard.

On note F' la variable aléatoire décomptant le nombre de sous-questions dont la réponse est erronée.

1. Dans une premiére éventualité, on suppose que le Q.C.M. est corrigé « question par question », c’est-a-dire qu’une
ligne est considérée comme juste et rapporte 4 points au candidat si et seulement si toutes les réponses de la ligne
sont correctes. Dans le cas contraire, le candidat est pénalisé d’un point.

On note X la variable aléatoire égale au nombre de points obtenus par le candidat.
Déterminer la loi de X, son espérance et sa variance.

2. Désormais, on suppose que les sous-questions sont corrigées indépendamment les unes des autres, chaque case ayant

une réponse correcte rapportant 1 point au candidat, et chaque case ayant une réponse incorrecte pénalisant la

1
note de — de point.

On note Y la variable aléatoire égale au nombre de points obtenus dans cette deuxiéme correction.
Déterminer la loi de Y, son espérance et sa variance.

Exercice 3238

ESCP 2008

Un vendeur de cycles vend des pédales de bicyclette qu’il se procure chez son grossiste par boites de deux; toutes les

boites sont supposées identiques et dans chaque boite il y a une pédale droite et une pédale gauche.

e Lorsqu’un client demande le remplacement de ses deux pédales de vélo, le commergant lui vend une boite compléte
et lui fait payer la somme de 2r euros.

e Lorsqu’un client demande le remplacement d’une seule des deux pédales, le commergant décide de ne pas obliger
le client & acheter une boite compléte, mais majore le prix de la pédale dans une proportion «, c’est-a-dire lui fait
payer la somme de (1 + «)r euros.

Pour la simplicité de ’étude, on suppose que 1’on sait que le nombre de pédales & poser séparément pendant la durée

de I’étude vaut 2n, ot n est un entier naturel non nul. On suppose que le vendeur ne dispose au départ que de boites

complétes et en nombre suffisant. Soit p la probabilité qu’une demande d’un client qui ne demande qu’une pédale
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corresponde & une pédale droite (p n’est pas nécessairement égal a %) et X le nombre de boites nécessaires a la

satisfaction de ces 2n demandes (le commergant n’ouvre une boite que s’il ne dispose pas d’une boite entamée lui

permettant d’accéder a la demande du client).

1. Quelle est la loi de X ? On précisera I’ensemble des valeurs prises par X.

2. Montrer que X peut s’écrire X = a + |Y — b|, ot a et b sont des constantes que ’on précisera et Y une variable
aléatoire qui suit une loi binomiale.

N

Dans la suite, on prendra la valeur p =

3. Donner 'expression de 'espérance E(X) en fonction de n.

4. Quelle majoration « le marchand de cycles doit-il appliquer au prix de chaque pédale vendue séparément pour qu’en
moyenne le prix de vente des 2n pédales vendues séparément soit égal au prix de vente des X boites nécessaires
vendues 2r euros chacune.

La valeur a trouvée dépend de n et on la note dorénavant «,.
Prouver que la suite (ov,) est décroissante.
Donner un équivalent simple de «,, et la limite de «,, lorsque n tend vers +oc.

(On admettra la formule de Stirling: n! ~ v/27n (ﬁ)n)
e

Exercice 3239

Mines Ponts MP 2018

Soit n € N* et E un ensemble de cardinal n. On tire indépendamment deux parties A et B de E et 'on définit les
variables aléatoires I = Card(AN B) et U = Card(AU B).

Déterminer les lois de probabilité de I et de U.

Exercice 3240

Oral ESCP 2008

Un individu gravit un escalier. A chaque fois, avant de faire un pas, il lance une piéce non équilibrée donnant pile avec
1

la probabilité p (avec 0 < p < 5) et progresse d’une marche s’il obtient pile et enjambe deux marches d’un coup s’il

obtient face.

1. Pour n € N*, soit X,, le nombre de marches gravies a l'issue des n premiers pas et X/, le nombre de fois ou I'individu
a progressé par enjambées de 2 marches au cours des n premiers pas.
a) Déterminer une relation simple liant X,, et X/ . En déduire la loi de X,,.
b) Donner les valeurs de I'espérance et de la variance de X,.

2. Pour n € N*| soit Y,, le nombre aléatoire de pas justes nécessaires pour atteindre ou dépasser la n-iéme marche et
E(Y,,) lespérance de Y.
a) Quelles sont les valeurs prises par la variable aléatoire Y;,?

b) Déterminer la loi de Y7, puis celle de Ys et préciser 'espérance de ces deux variables aléatoires.

)

¢) Montrer que pour tout entier naturel k, et tout entier n > 3, on a:

P(Yn = k) = pP(Ynfl =k— 1) + (1 _p)P(Yn72 =k— 1)

d) Montrer que:
Vn >3, EY,) =pE(Y,_1)+ (1 —p)E(Y,_2)+1.

3. On considére 'ensemble E des suites (un)nen- telles que pour tout n > 3, on ait:
Up = PUp—1 + (]- - p)un72 + 1L

a) Montrer qu'’il existe un réel «, que ’on déterminera, tel que la suite (an),cn+ appartient & E
b) Montrer que u appartient & F si et seulement si la suite v : n — u,, — an vérifie la relation :

Vn >3, v, =ptn_1+ (1—pv,_o.
¢) En déduire la valeur de E(Y,,).

Exercice 3241

ESCP 1999

Soit n € N*. Un jeu consiste & tirer un numéro parmi les nombres {0,...,n}.

Le joueur gagne la somme x égale au numéro tiré si ce numéro est pair, ou perd cette somme x si le numéro tiré est
impair.
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1. On suppose que le numéro tiré suit une loi uniforme sur {0, ...,n}.
Déterminer la loi du gain (positif ou négatif) du joueur et son espérance.
Quelle est la probabilité que le joueur gagne a ce jeu?

Y-a-t-il des valeurs de n qui optimisent ’espérance du gain?

1
2. Reprendre les questions précédentes dans le cas ot le numéro tiré suit une loi binomiale de paramétres n et 3

Exercice 3242

CCP PC 2018

Une urne contient b boules blanches et n boules noires.

On effectue des tirages successifs avec remise d’une boule.

1. Soit X7 la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la premiére boule blanche.
Reconnaitre la loi de X3 puis donner E(X;) et V(X7).

2. Soit X5 la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la deuxiéme boule blanche.
Déterminer la loi de X5 puis calculer E(X5).

Exercice 3243 - Loi de Pascal

Mines-Ponts MP 2021. Mines-Ponts PC 2021. Centrale PC 2017. IMT MP 2016. Navale MP 2018. Navale PC 2019
On considére une expérience aléatoire se déroulant en une infinité d’épreuves de Bernoulli mutuellement indépendantes
et identiques, la probabilité d’un succes de chacune d’elles étant égale & p. Soit r € N* et X la variable aléatoire égale
au nombre d’épreuves nécessaires pour obtenir le r-iéme succés.

Déterminer la loi de probabilité de X puis calculer son espérance et sa variance.

Exercice 3244

Mines-Ponts PSI 2017. Mines-Ponts PC 2017. ESCP 2000

Pour p € N*, on considére p+1 urnes notées Uy,Uy, . .. ,U,. Dans chaque urne, il y a p boules indiscernables au toucher;
pour tout ¢ € [0,p], 'urne numéro 4 contient i boules blanches, les autres boules étant noires.

On choisit une urne au hasard et, dans l'urne choisie, on effectue n tirages avec remise d’une boule (n € N*). On note
N, la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches ainsi obtenues.

1. Exprimer la loi de N,,.
2. Déterminer 'espérance E(N,) de N,,.
3. L’entier n étant fixé, montrer que:

p——+o0

1
Vk € [0,n], lim P(N,=k)= (Z) / (1 — 2)"Fda.
0
En déduire la valeur de cette limite.

Exercice 3245 - Modéle de Maxwell-Boltzmann
Soit (n,p) € (N*)%. On considére n boules numérotées de 1 a n (donc discernables). On place ces boules au hasard
dans p tiroirs 17, ...,T}, (donc également discernables).

1. Déterminer le nombre de répartitions possibles

On suppose que les répartitions possibles sont équiprobables.
Pour tout i € [1,p], on note X; la variable aléatoire égale au nombre de boules présentes dans le tiroir 7T;.
On note V,, la variable aléatoire égale au nombre de tiroirs restés vides.

2. Déterminer la loi de X;, son espérance et sa variance.

3. Déterminer la loi de V,.

4. Décomposer V,, en somme de variables de Bernoulli et en déduire son espérance.
5

. Montrer que:
-k k41
vk € 0911, P(Ven = k) = FoZP(V = 1) + PV = k1),
En déduire une relation entre E(V,,11) et E(V,).

Retrouver le résultat de la question précédente.

Exercice 3246 - Les boites d’allumettes de Banach
Un fumeur a dans chacune de ses poches gauche et droite une boite d’allumettes contenant initialement n allumettes
chacune. Chaque fois qu’il désire fumer, il choisit une boite au hasard de fagon équiprobable et y prend une allumette.
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1. Soit X, la variable aléatoire égale au nombre d’allumettes restant dans I'autre boite quand il s’apercgoit que I'une
des boites est vide.

a) Déterminer la loi de probabilité de X,.
b) En convenant que P(X,, =n + 1) = 0, montrer que:

Vk e [0n], 2(n—k)P(X,=k) =(2n+1)P(X, =k+1)— (k+1)P(X, = k+1).

En déduire l'espérance E(X,,) de X, puis en donner un équivalent.
2. Soit X, la variable aléatoire égale au nombre d’allumettes restant dans l’autre boite au moment o la premiére
boite est vidée de sa derniére allumette (mais non encore reconnue vide).
a) Déterminer la loi de probabilité de X/,.
b) Calculer la probabilité que la premiére boite vidée ne soit pas la premiére boite reconnue vide.

Cas des n-uplets de variables aléatoires

Exercice 3247
CCP MP 2018
Soit n € N, X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans [1,n + 1] telles que:

V(ij) € [ln+1]% P(X =) N (Y =j)) = ai; = /\<i " 1) (j " 1).

Montrer que A = 4%
Déterminer les lois de X et de Y.
Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes?
Trouver a ’aide de la variable aléatoire X — 1 ’espérance et la variance de X.
On note A = (ai ;)i )e[1,n+1]2 € Mny1(R) avec a; ; = P(Y = i|X = j).
a) Calculer A%
b) La matrice A est-elle diagonalisable?
Déterminer les valeurs propres de A et la dimension des sous-espaces propres associés.
6. On note B = (b;j)(i,j)e[1,n+1]? € Mns1(R) avec b;; = P((X =) N (Y = j)).
Justifier que la matrice B est diagonalisable et déterminer ses éléments propres.

cr W e

Exercice 3248

CCINP PC 2021

Soit n € N*, p €]0;1[, X et Y deux variables aléatoires indépendantes définies sur un méme espace probabilisés. On
suppose que X suit la loi binomiale B(n,p) et que Y suit la loi uniforme U([0,n]).

On définit la variable aléatoire Z par:

X(w) si X(w)#0
=0

VweQ, Z(w)= { Y(w) siX(w)

Déterminer la loi de Z puis calculer son espérance.

Exercice 3249
1 1
Soit (m,n) € N*, X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant les lois binomiales B (m,2> et B (n,Q)

respectivement.

Calculer P(X =Y).

Exercice 3250
Mines-Ponts PC 2017

1
Soit n € N*, X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi binomiale B <n,2>.

Déterminer la probabilité pour que la matrice <)0( }1/> soit diagonalisable.
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Exercice 3251
Mines-Ponts PC 2021. ESCP 1999
Soit n € N, X et Y deux variables aléatoires indépendantes définies sur le méme espace probabilisé (£2,.4,P) et suivant

1 3
respectivement les lois binomiales B <n,4> et B (n,4>.

On pose, pour w € Q, A(w) = (X w) Y&;))'

1. Calculer la probabilité que A(w) soit diagonalisable.
2. Calculer la probabilité que A(w) soit inversible.

Exercice 3252

Soit n € N*. n personnes se répartissent au hasard dans 3 hotels Hy, Hy et Hz de la ville. Pour tout i € {1,2,3}, on
note X; la variable aléatoire égale au nombre de personnes ayant choisi I’hotel H;.

1. Déterminer les lois des 3 variables aléatoires Xj.

2. Déterminer la loi de X; + X5 et la variance de X + Xs.

3. Calculer la covariance Cov(X1,X3) et le coefficient de corrélation linéaire p(X;,X3).

Exercice 3253

Soit n € N*. On dispose de n + 1 urnes numérotées de 0 & n et d’une piéce pour laquelle la probabilité d’obtenir pile
est p €]0; 1[. Pour tout k € [0,n], 'urne numéro k contient k boules numérotées 1 et n — k boules numérotées 0.

On lance n fois la piéce et on tire une boule dans I'urne dont le numéro correspond au nombre de piles obtenus.

1. Déterminer la loi de la variable aléatoire X égale au nombre de piles obtenus.

2. Déterminer la loi de la variable aléatoire Y égale au numéro de la boule tirée.

Exercice 3254
ENS PSI 2017. ENS PC 2015
Soit (k,n) € N2, k > 2 et n > 2. Un candidat répond & n questions. Pour chaque question, k réponses sont proposées
dont une seule est correcte.
Le candidat répond au hasard a toutes les questions.
1. On note X la variable aléatoire égale au nombre de bonnes réponses obtenues.
Déterminer la loi de X.
2. Lorsque le candidat a donné une mauvaise réponse, il peut répondre de nouveau a la question en choisissant une
des autres réponses proposées.
On note Y la variables aléatoire égale au nombre de bonnes réponses lors de cette série de rattrapage.
Déterminer la loi de Y.
3. Soit Z = X + Y la variable aléatoire égale au nombre de bonnes réponses obtenues.
Déterminer la loi de Z.

1
4. Le candidat obtient 1 point par bonne réponse donnée lors de la premiére série et 5 point par bonne réponse donnée

lors de la série de rattrapage.
Quelle note le candidat peut-il espérer en moyenne?

Exercice 3255

Mines-Ponts PC 2016

Soit n € N, n > 2. Un centre d’appels cherche a contacter par téléphone n personnes.

On suppose que les appels sont indépendants les uns des autres et que, pour chaque appel, la probabilité d’obtenir le

correspondant appelé est égale a p €]0;1].

1. On note X la variable aléatoire égale au nombre de correspondants obtenus.
Déterminer la loi de X.

2. Aprés cette premiére série d’appels, le centre cherche & contacter, dans les mémes conditions, les correspondants
qu’il n’a pas obtenus auparavant.
On note Y la variable aléatoire égale au nombre de correspondants obtenus lors de cette seconde série d’appels.
Déterminer loi de Y.

3. Soit Z = X +Y la variable aléatoire égale au nombre de correspondants obtenus a 'issue des deux séries d’appels.
Déterminer la loi de Z.
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Exercice 3256

Un point mobile A se déplace par étapes successives et indépendantes sur un axe orienté.

On suppose qu’au départ, A se situe a l'origine O et, qu’a chaque instant, ’abscisse du point augmente d’une unité
avec la probabilité p €]0; 1] ou diminue d’une unité avec la probabilité 1 — p.

On note X, Pabscisse du point A aprés n étapes.

1. Déterminer la loi de X,,.

2. Soit (m,n) € (N*)?. Calculer Cov(X,,,X,,).

Exercice 3257 - Marche aléatoire sur 7Z

Une puce se trouve initialement a 'origine d’un axe orienté.

Chaque seconde, elle décide soit d’effectuer un saut de longueur 1 dans le sens positif avec la probabilité p, soit
d’effectuer un saut de longueur 1 dans le sens négatif avec la probabilité ¢, soit de se reposer avec la probabilité r,
avec p+q—+r=1.

Les décisions prises sont supposées indépendantes les unes des autres.

On note X, la variable aléatoire égale & I'abscisse de la puce au bout de n secondes.

1. Donner la loi de X,,.

2. Calculer ’espérance et la variance de X,.

Exercice 3258
ESCP 2011
Une boite contient n jetons numérotés de 1 & n. On tire un jeton au hasard, on note son numéro et on le remet dans
la boite. Si le numéro de ce jeton est 7, alors on tire au hasard et sans remise ¢ jetons de la boite que 'on distribue
au hasard dans trois urnes Uy, Us et Us (vides au départ). Pour tout k& de [1;3], on note X la variable aléatoire
désignant le nombre de jetons de I'urne Uy aprés cette opération.
1. Soit X la variable aléatoire donnant le numéro du jeton que l'on a tiré au départ dans la boite.

Quelle est la loi de X 7

Déterminer la loi conjointe du couple (X, X), ou k €]1;3].
2. Calculer pour tout k €]1; 3], l'espérance de Xj.
3. a) Trouver la loi du vecteur aléatoire (X7,X2,X).

b) En déduire la loi du vecteur aléatoire (X1,X5,X3).

X

4. On définit, pour tout k € [1; 3], la variable aléatoire Y par V), = >

Calculer les espérances des variables aléatoires Y; et Y,f.
Donner un équivalent de la variance de Yy, lorsque n tend vers Uinfini.

Exercice 3259 - Marche aléatoire sur Z. Premier retour en 0
Un individu se trouve initialement a l’origine d’un axe orienté.
11 effectue des déplacements successifs soit d’un pas en avant avec la probabilité p €]0,1], soit d’un pas en arriére avec
la probabilité ¢ = 1 — p. Les différents déplacements sont supposés indépendants les uns des autres.
Pour n € N*, on note X, la variable aléatoire égale 41 si 'individu se déplace d’un pas en avant lors de son n-iéme
déplacement, & —1 sinon.
Pour n € N, on considére la variable aléatoire .S,, égale a ’abscisse du point ot se trouve le marcheur a l'issue de son
n-iéme déplacement. On pose Sy = 0.
Enfin, on note Ty = min{n € N* / X,, = 0} la variable aléatoire égale au nombre de déplacements nécessaires pour que
le marcheur repasse, pour la premiére fois, & son point de départ. Si le marcheur ne repasse jamais par son point de
départ, on pose Ty = +00.
1. Déterminer la loi de probabilité de S,,, son espérance et sa variance.
Préciser la probabilité que le marcheur soit & son point de départ a l'issue du n-iéme déplacement. Donner un
équivalent de cette probabilité.
2. Soit G la fonction génératrice associée a la suite (P(S, = 0))nen:

+o00
Vs €[0;1], G(s)= ZP(Sn =0)s".
n=0

Montrer que:
1

V1= dpgs?’

Vs € [0;1], G(s)=
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3. Soit Gy la fonction génératrice de la variable aléatoire Ty :
Vs € [0 1 0 Z P 0= 7’L

a) Montrer que:
vneN*? SQ'IL_O ZP 0—2]’(: SQ(’I’L—/{)) :0)
k=0

puis que:
Vs € [0;1], G(s)Go(s)=G(s)— 1.
b) En déduire la loi de probabilité de Tj.
En particulier, interpréter la probabilitée P(Ty = +00).

c¢) Déterminer la probabilité pour que le marcheur repasse par son point de départ.

On montrera en particulier que le marcheur repassera presque stirement par son point de départ si, et seulement
1

Si,p: 5.

1
4. On suppose que p =q = 3

a) Vérifier que:
n
VneN, > P(Sy =0)P(Samk) =0) =1
k=0
et que
Vn e N, P(To = 2n) = P(S3(n—1) = 0) = P(S2n = 0).

b) Montrer que Ty n’admet pas d’espérance.

1.4 Loi hypergéométrique

Cas des variables aléatoires « simples »

Exercice 3260

Mines-Ponts MP 2016

Soit n € N, n > 3. On considére une urne contenant n boules numérotées de 1 a n dans laquelle on effectue n tirages
sans remise.

1. Déterminer la probabilité que les numéros 1, 2 et 3 soient tirés dans cet ordre (et pas forcément consécutivement).
2. Déterminer la probabilité que les numéros 1, 2 et 3 soient tirés dans cet ordre et consécutivement.

3. On note X la variable aléatoire égale au nombre de tirages effectués.
Déterminer la loi de X et calculer son espérance E(X).

Exercice 3261
Mines-Ponts MP 2021. Mines-Ponts PSI 2015. Centrale PC 2017

1. SOil (p,q) S N 5 p < q. Monlrer que:
p p+ 1 .

k=p
2. Soit (b,n) € (N*)2. On effectue des tirages sans remise dans une urne contenant b boules blanches et n boules noires.
On note X la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour obtenir toutes les boules blanches.
a) Montrer que:

(1)
VEeN*, P(X=k)= AUV

(3")

b) Calculer E(X) et V(X).

Baptiste GORIN



Lo1is USUELLES 424

Exercice 3262

Soit (b,n) € (N*)z. On considére une urne contenant b boules blanches et n boules noires. On préléve les boules une a
une au hasard et sans remise.

On note T la variable aléatoire égale au nombre de tirages a l'issue desquels I'urne se retrouve, pour la premiére fois,
constituée de boules de la méme couleur.

Calculer ’espérance de T" aprés avoir déterminé sa fonction d’antirépartition.

Exercice 3263

Soit n € N*. On considére deux urnes U; et Us contenant chacune 2n boules numérotées de 1 a 2n.

On préléve au hasard et simultanément n boules dans U; ainsi que dans Us.

1. Déterminer la loi, I’espérance et la variance de la variable aléatoire N égale au nombre de numéros communs aux
deux prélévements.

2. Calculer I'espérance de la variable aléatoire S égale a la somme des numéros communs aux deux prélévements.

Cas des n-uplets de variables aléatoires

Exercice 3264

Soit (ny,n) € (N*)?, p €]0;1], X; et X, deux variables aléatoires indépendantes suivants les lois binomiales B(n1,p)
et B(ng,p) respectivement.

Pour tout s € [0,n1 + ns], déterminer la loi de X sachant (X; + X5 = s).

Exercice 3265
Centrale PC 2018. HEC ECE 2008
Une urne contient 2n boules (n € N*) de couleurs différentes. la moitié d’entre elles sont marquées du chiffre zéro et
les autres sont numérotées de 1 a n.
On extrait simultanément n boules de cette urne, obtenant ce qu’on appelle une poignée. On suppose que toutes les
poignées sont équiprobables. Pour ¢ entier compris entre 1 et n, on note X; la variable aléatoire réelle qui prend la
valeur 1 si la boule 7 se trouve dans la poignée et 0 sinon.
1. Déterminer la loi de probabilité de X;.
2. Pour (i,5) € [1,n]? tel que i # j, calculer la covariance du couple (X;,X;).
3. On note S la variable aléatoire réelle prenant pour valeur la somme des numéros portés par les boules figurant dans
la poignée.
a) Exprimer S en fonction de X;,...,X,,.
b) En déduire I’espérance et la variance de S.
4. On désigne par Z la variable aléatoire réelle donnant le nombre de boules portant le numéro zéro au sein de la
poignée.
Donner la loi de probabilité de Z puis son espérance et sa variance.

1.5 Loi géométrique

Cas des variables aléatoires « simples »

Exercice 3266
IMT PC 2016
Soit p €]0;1[ et X une variable aléatoire telle que

Déterminer la loi de probabilité de X.

Exercice 3267
CCP 2018
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N telle que:

VneN, 4P(X =n+2)=-3P(X=n+1)+P(X =n).
Déterminer la loi de X. Calculer son espérance et sa variance.

Exercice 3268
CCINP PC 2021
Soit p €]0; 1] et X une variable aléatoire suivant la loi géométrique G(p).
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1. Pour tout d > 2, on note Ay I’événement « X est un multiple de d ».
Calculer P(Ay).

2. Les événements Ay et A3 sont-ils indépendants?

Exercice 3269
Mines-Ponts PC 2017
Soit p €]0; 1] et X une variable aléatoire suivant la loi géométrique G(p).

1
lculer E | — .
Calculer <X>

Exercice 3270
X - ESPCI PC 2019
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N telle que:

V(mn) EN?’, P(X>2m)#0 = Pixsm(X >m+n)=PX

\Y
2

On note ¢ = P(X > 1) et on suppose que ¢ €]0; 1].

1. Pour n € N, déterminer P(X > n) en fonction de n et g.
2. En déduire, pour n € N, P(X = n) en fonction de n et q.
3. Calculer E(X) et V(X).

Exercice 3271
Mines-Ponts MP 2016
Un gardien de nuit doit ouvrir une porte dans le noir, avec n clefs dont une seule est la bonne.
On note X le nombre d’essais nécessaires pour trouver la bonne clef.
1. On suppose que le gardien essaie les clefs une a une sans utiliser deux fois la méme.
Donner la loi de probabilité de X.
2. Lorsque le gardien est ivre, il mélange toutes les clefs a chaque tentative.
Donner la loi de probabilité de X.
3. Le gardien est ivre un jour sur trois.
Sachant qu’un jour n tentatives ont été nécessaires pour ouvrir la porte, quelle est la probabilité que le gardien ait
été ivre ce jour la?
Déterminer la limite quand n tend vers +o0.

Exercice 3272

ESCP 2000

Un rat de laboratoire est soumis & l’expérience suivante : il est enfermé dans une cage comportant quatre portes derriére
chacune desquelles se trouve un beau morceau de gruyére. Trois des quatre portes sont munies d’un dispositif envoyant
a I’animal une décharge électrique s’il essaie de les franchir. La quatriéme laisse le passage libre.

Soit X la variable aléatoire égale au nombre d’essais effectués par le rat jusqu’a ce qu’il trouve la bonne porte.
Déterminer la loi de X et son espérance dans chacun des cas suivants:

1. Le rat n’a aucune mémoire: il recommence ses tentatives sans tenir compte des échecs passés.

2. Le rat a une mémoire immédiate : il ne tient compte que de ’échec qui précéde immeédiatement sa nouvelle tentative.

3. Le rat a une bonne mémoire : il élimine les portes ou il a échoué.

Exercice 3273

ESCP 2007

Une urne contient N jetons numérotés de 1 & N, avec N > 3.

On effectue une succession de tirages, en choisissant & chaque fois au hasard une boule, que ’on replace dans I'urne
avant le tirage suivant.

Pour n > 2 et n < N, on note X,, le nombre aléatoire de tirages juste nécessaires pour obtenir n numéros distincts.

1. Quelle est la loi de Xo — 17 Déterminer espérance et variance de Xs.
Pour n > 3, on pose Y, = X,, — X,,_1.
2. Donner une interprétation de Y;,, déterminer sa loi, son espérance et sa variance.

3. Déterminer ’espérance et la variance de X,,.

. E(X V(X
4. On suppose N pair et on pose N = 2m. Etudier la convergence des suites ( ( m)) et <(m)> .
m m22 m m>=2
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Exercice 3274
ESCP 2002
Soit n € N*. Une urne contient 2n boules indiscernables au toucher: deux boules portent le numéro 1, deux boules
portent le numéro 2,..., deux boules portent le numéro n.
On effectue une succession de tirages de deux boules de cette urne selon le protocole suivant : si les deux boules obtenues
portent des numéros différents, elles sont remises dans I'urne avant le tirage suivant; si les deux boules portent le méme
numeéro, elles sont définitivement éliminées.
On note X, la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour vider complétement I'urne.
On note Y7 la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour obtenir une premiére paire de boules
portant le méme numeéro et pour ¢ € [2,n], on note Y; la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour
obtenir une i-éme paire de boules portant le méme numéro, a partir du retrait d’une (i — 1)-iéme paire de boules.
1. a) Quelle relation lie X, a Y7,...,¥,,?

b) Déterminer la loi de Y7. Plus généralement, déterminer pour i € [1,n], la loi de Y;. Quelle est son espérance?
) En déduire que E(X,,) = n?.
2. a) Dans les cas n = 1, puis n = 2, déterminer la loi de X,,.
b)

C

On suppose n = 3. Montrer que:
Vk >3, P(Xs=k)=

3. On revient au cas général.

2"n)!

a) Montrer que P(X,, =n) = (2—;;'
1

b) Exprimer P(X,, = n+ 1) a 'aide de termes de la suite (hg)gen+ définie, pour k > 1, par hy, = 1+ 3 +o 4

el

Exercice 3275
ESCP 2005
Une urne contient N boules numérotées de 1 & N, N étant un entier naturel non nul.
On effectue des tirages successifs d’une boule dans 'urne avec remise.
Soit X la variable aléatoire prenant la valeur & € N* si, au cours des k premiers tirages mais pas des k — 1 premiers,
chaque numéro a été sorti au moins une fois, et prenant la valeur 0 si un tel rang ne se présente pas.
1. Quelles sont la loi et 'espérance de X lorsque N =17
On suppose dans toute la suite que N > 2
2. Déterminer P(X =1),P(X =2),... . P(X =N).
Etablir & I’aide de la formule du crible que, pour tout k € N*:

P(X > k) = Nkz<) D7THN =)k,

Vérifier que cette formule est également valide pour k£ = 0.
De quelle fagon obtient-on la loi de X7 (Ne pas effectuer le calcul.)

3. On admet qu’une variable aléatoire T & valeurs dans N posséde une espérance si et seulement si la série de terme

+oo
général P(T > k) converge et qu’en ce cas E(T) = Y P(T > k).
k=0

) (=17 1)j LIN
Montrer que X admet une espérance et que E(X) = N Z -
J
14+ z)N

0 N
4. Calculer / ( dx En déduire que E(X) = Z
—1 k=1

1
T 1k
5. Retrouver simplement le résultat précédent en introduisant N variables aléatoires de lois géométriques.

Cas des n-uplets de variables aléatoires

Exercice 3276

Mines-Ponts PC 2019

Soit (p1,p2) €]0;1[%, X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant les lois géométriques G(p1) et G(p2)
respectivement.

Calculer P(X =Y) et P(X <Y).
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Exercice 3277

Mines-Ponts PC 2016

Soit (p1,p2) €]0;1[%, X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant les lois géométriques G(p1) et G(p2)
respectivement.

Déterminer la loi de probabilité de X + Y.

Exercice 3278

Soit p €]0;1[, X, Y et Z trois variables aléatoires mutuellement indépendantes et suivant la loi géométrique G(p).
1. Déterminer les lois et les fonctions de répartition de X +Y et X +Y + Z.

2. Calculer P(X =Y) et P(X <Y).

3. Calculer P(X +Y = 27).

4. Calculer P(Z < X +Y).

Exercice 3279

CCINP PC 2019

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes et de méme loi admettant une espérance et une variance. On
suppose que X () C N.

1. Calculer E(X —Y) et exprimer V(X —Y) en fonction de V(X).

2. a) Montrer que:
+oo

P(X=Y)=) (P(X=k)>
k=0
b) Soit n € N*. Calculer P(X =Y) si X et Y suivent une loi uniforme sur [1,n].
3. Dans cette question, X et Y suivent une loi géométrique de paramétre p €]0; 1].
a) Calculer P(X =Y).
b) Déterminer laloide Z =X —Y.

4. Rappeler I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire canonique de R™.

1
Soit n € N*. Montrer que, si X () C [1,n], alors P(X =Y) > —.

n
5. Montrer que P(X =Y) > 1 — 2V(X).

Exercice 3280

CCINP PSI 2018

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes & valeurs dans N et de méme loi. On suppose que la variable
aléatoire Z = X +Y + 1 suit une loi géométrique de paramétre p €]0; 1].

1. Déterminer ’espérance de X.

2. Calculer la fonction génératrice de X.

3. Déterminer la loi de X.

Exercice 3281

CCINP MP 2021. ENSAM PSI 2016

Soit p €]0;1[, ¢ = 1 — p, X7 et X5 deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi géométrique G(p). On pose
Y =|X; — Xo.

1. Calculer P(Y = 0).

Montrer que:
n

pq
1+q

VneN, P(X;—Xo=n)=

En déduire la loi de probabilité de Y.
2. Montrer que Y admet une espérance et la calculer.
3. Montrer que E ((X; — X5)?) = 2V(X}).

En déduire que Y admet une variance et la calculer.

Exercice 3282
Centrale PSI 2021

Soit p €]0;1], X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi géométrique G(p) et M = ()}f };) On

note I et S, avec I < S, les valeurs propres de M.
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. Déterminer les expressions de I et S en fonction de X et Y.

. Quelle est la probabilité que la matrice M soit inversible?

. Calculer la covariance de I et S. Ces variables sont-elles indépendantes?
. Montrer que, pour tout k > 2, P(S = k) = (k — 1)p*(1 — p)F=2.

W N =

Exercice 3283

CCP PSI 2018

Trois individus A;,A5 et A3 se présentent au bureau de poste comportant deux guichets. Les individus A; et As sont
pris en charge dés leur arrivée. A3 doit attendre que A; ou A, ait fini pour passer & son tour au guichet. Le temps
passé au guichet par Ay est noté X (1 < k < 3). On suppose que chaque X}, suit une loi géométrique de paramétre
p €]0;1[. On note Y le temps d’attente de A3 avant son passage au guichet.

1. Pour k € N, déterminer P(Y > k). Donner la fonction de répartition de Y.

2. Soit Z le temps total passé par As a la poste. Donner la loi de Z.

3. Déterminer le temps moyen passé par Az a la poste.

Exercice 3284

Centrale PC 2016

Soit p €]0;1[. Trois clients arrivent dans une banque disposant de deux guichets. Les clients C; et Cy vont aux
deux guichets, le client C3 va dans le premier guichet libéré. Le temps passé au guichet par le client C; suit une loi
géométrique G(p).

Déterminer la probabilité que le client C'5 termine le dernier.

Exercice 3285

Mines-Ponts PC 2016

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées, suivant une loi de Bernoulli
de paramétre p €]0;1[. Soit N =min{n e N* /X, =1} et Y = Xn11+ -+ Xon.

1. Déterminer la loi de N.

2. Déterminer la loi de Y.

Exercice 3286
Soit p €]0;1[, X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi géométrique G(p).

X
1. Déterminer la loi de Z = v
2. Calculer I'espérance de Z et vérifier que celle-ci est supérieure a 1.

Exercice 3287

On considére 3 boites et une infinité de jetons. On place successivement chacun des jetons, au hasard, dans 1'urne
des 3 boites. On suppose que chaque boite est vide au départ et a une capacité illimitée. On suppose également qu’a
chaque fois qu'un jeton est placé, la probabilité qu’il le soit dans une boite donnée est égale & —.

Soit Y le nombre de jetons placés lorsque, pour la premiére fois, deux boites exactement contiennent au moins un
jeton.
Soit Z le nombre de jetons placés lorsque, pour la premiére fois, les trois boites contiennent au moins un jeton.

1. Calculer P(Y = k) pour tout k € N*.
2. Calculer P(y—(Z = ¢) pour tout (k) € (N*)?,
3. En déduire P(Z = ¢).

Exercice 3288

Mines-Ponts MP 2021. Mines-Ponts PC 2021. CCINP PC 2021. IMT PC 2018

Soit (p1,p2) €]0;1[%, X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi géométrique G(p;) et G(p2) respec-
tivement.

1. Déterminer les lois des variables aléatoires U = min(X,Y’) et V = max(X,Y).

2. Calculer E(U) et E(V).

Exercice 3289
Centrale MP 2021. Centrale PSI 2017
Soit p €]0;1[, X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi géométrique G(p).
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1. Déterminer les lois de Z = min(X,Y) et T =X — Y.
2. Les variables Z et T sont-elles indépendantes?

Exercice 3290
ENS PC 2017. Mines-Ponts PSI 2021
Soit p €]0; 1] et (X,,)nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la loi géométrique G(p).

1. Pour n € N*, soit Y, = min(Xy,...,X,).
Déterminer la loi puis I'espérance de Y,,.
2. Pour n € N*| soit Z,, = max(Xy,...,Xp).
Déterminer la loi de Z,, puis la limite et un équivalent de E(Z,).

Exercice 3291
HEC ECS 2009
Soit X; et X5 deux variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (€2,.4,P), indépendantes et de méme loi
géométrique de méme parameétre p (p €]0; 1[).
Onpose q=1—p, U=X1+Xoet T=X; — Xs.
1. Question de cours: définition et propriétés de la loi géométrique.
2. Déterminer la loi de U.
3. Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
a) Déterminer la loi conditionnelle de X; sachant 1’événement (U = n).
b) Calculer 'espérance conditionnelle E(X;|U = n). En déduire la valeur de E(X7).
4. Déterminer la loi de T
5. a) Calculer Cov(U,T).
b) Les variables aléatoires U et T sont-elles indépendantes?

Exercice 3292
Centrale PSI 2017. ESCP 2001

1. Soit p €]0; 1[. On dispose d’une piéce amenant pile avec la probabilité p. On lance cette piéce jusqu’a obtenir pour
la deuxiéme fois pile. Soit X le nombre aléatoire de faces obtenues au cours de cette expérience.

+oo

a) Déterminer la loi de X. Vérifier que > P(X =n) = 1.
n=0

b) Montrer que X admet une espérance et calculer sa valeur.

2. On procéde a ’expérience suivante: si X prend la valeur n, on place n + 1 boules numérotées de 0 & n dans une
urne et on tire ensuite une boule de cette urne.
On note alors Y le numéro obtenu.

a) Déterminer la loi de Y.
b) Montrer que Y admet une espérance et calculer sa valeur.
3. On pose Z = X — Y. Donner la loi de Z et vérifier que Z et Y sont indépendantes.

Exercice 3293

ESCP 2001, 2007. Mines-Ponts PSI 2017. Mines-Ponts PC 2017
Partie I

Soit deux entiers naturels n et r avec 0 < r < n.

On définit la fonction F;. ,, sur R par:

1. Montrer que, pour tout x réel, on a:

(1= 2)Fpn(x) = 2Fy_1n1(z) — (:‘) g+,

n
2. Soit x €]0;1] et r € N fixés. Donner un équivalent simple de < )x”“ quand n tend vers I'infini.
r

3. Montrer que, pour tout z tel que 0 < z < 1 et r € N fixés, F,. ,(r) admet une limite lorsque n tend vers I'infini et
déterminer cette limite.
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Partie 11

On dispose d’une piéce de monnaie donnant pile avec la probabilité p et face avec la probabilité ¢ = 1 — p (avec
p €]0; 1]).

On lance cette piéce, les lancers étant indépendants les uns des autres, et on note N le nombre aléatoire de lancers
nécessaires a la premiére apparition de pile (on pose N = —1 si pile n’apparait jamais).

Quand pile apparait au bout de n lancers, on effectue une série de n lancers avec cette méme piéce et on note X le

nombre de piles obtenus au cours de cette série.

Quelle est la loi de N7

Déterminer la loi du couple (N,X).

Calculer P(X =0) et P(X =1).

Pour tout entier naturel k£ non nul, exprimer P(X = k) sous forme d’une série.

Calculer la somme de cette série.

Déterminer I'espérance de X par deux méthodes: une premiére fois par calcul direct, une deuxiéme en utilisant la

formule de I’espérance totale. Pourquoi ce résultat est-il raisonnable?

Calculer la variance de X.

a) Montrer que X a la méme loi qu'un produit de deux variables aléatoires indépendantes, I'une suivant une loi
de Bernoulli et I'autre une loi géométrique de méme parameétre.

b) Retrouver l'espérance et la variance de X.

S Gtk N

®© N

1.6 Loi de Poisson

Cas des variables aléatoires « simples »

Exercice 3294

Mines-Ponts MP 2016

Soit A € R%.. Soit X une variable aléatoire telle que X (2) = N et, pour tout n € N*, P(X =n) = %P(X =n-—1).
Déterminer la loi de probabilité de X.

Exercice 3295

Mines-Ponts PC 2017. IMT MP 2019. CCINP PC 2019

Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de paramétre A > 0.
Calculer la probabilité que X prenne une valeur paire.

Exercice 3296
Mines-Ponts PC 2017. IMT MP 2019. CCP PSI 2015
Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de paramétre A > 0.
1
1. Calculer E <)(—|_1) .
1

2. lculer E [ ———+———
Calculer <(X+1)(X+2)

) et en déduire E (X+2>

Exercice 3297
Soit A € R% et X une variable aléatoire suivant la loi de Poisson P(\).

X
On considére la variable aléatoire Y définie par Y =4 {2J —2X + 1.

1. Déterminer la loi de Y.
2. Calculer E(Y) et V(Y).

Cas des n-uplets de variables aléatoires

Exercice 3298
Mines-Ponts PC 2016. ESCP 2003
Soit (a,b) €]0; 1[xR.
On considére un couple (X,Y) de variables aléatoires & valeurs dans N2, dont la loi de probabilité est donnée par:
0 sii<j
P(X=i)n (Y =j)) = ble=bal (1 —a)i~7
(i =)

1. Déterminer la loi de probabilité de X. Déterminer, si elles existent, son espérance et sa variance.

sit =g
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Déterminer la loi de probabilité de Y. Déterminer, si elles existent, son espérance et sa variance.
Les variables X et Y sont-elles indépendantes?
Déterminer la loi de probabilité de Z = X — Y.
Les variables Y et Z sont-elles indépendantes?

Gu LN

Exercice 3299

Mines-Ponts MP 2018. Mines-Ponts PSI 2016

Soit py €]0;1[, A € R* ; X une variable aléatoire suivant la loi géométrique G(p) et Y une variable aléatoire suivant la
loi de Poisson P()A). On suppose que X et Y sont indépendantes

Calculer P(X =Y) et P(X <Y).

Exercice 3300

Centrale PC 2016

Soit A € R%, X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Poisson P ().
Déterminer la loi de la variable aléatoire M = max(X,Y).

Exercice 3301

Mines-Ponts PC 2016

Soit (A\,u) € (Ri)z, X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant les lois de Poisson P(A) et P(u) respecti-
vement.

Déterminer la loi de probabilité de X + Y.

Exercice 3302

Mines-Ponts PC 2017. CCINP MP 2019. CCINP PSI 2019. IMT PC 2016

Soit (A\,u) € (RL)Z, X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Poisson P(\) et P(u) respec-
tivement.

Soit n € N. Déterminer la loi conditionnelle de X sachant (X +Y = n).

Exercice 3303

Mines-Ponts PC 2019. IMT PSI 2017

Soit A € R%, p €]0;1[, X et Y deux variables aléatoires. On suppose que X suit la loi de Poisson P()) et que, pour
tout n € N, la loi de Y sachant que (X = n) est la loi binomiale B(n,p).

Déterminer la loi de Y.

Exercice 3304

Mines-Ponts PC 2016

Soit A € R et n € N*. Le nombre de clients d'un grand magasin dans une journée suit la loi de Poisson P(\). Pour
payer ses achats, chaque client utilise 'une des n caisses mises & sa disposition. Toutes les caisses sont identiques et
ont autant de chance d’étre utilisées les unes que les autres. On suppose que tous les clients font des achats.

Soit X la variable aléatoire égale au nombre d’utilisateurs quotidiens de la caisse numero 1.

Déterminer la loi de X.

Exercice 3305
ESCP 2009
Pour tout entier n de N*, on considére Y7,Y5,....Y,, n variables aléatoires indépendantes, définies sur un espace

A
probabilisé (€2,.4,P) suivant toutes la loi de Poisson de parameétre —, avec A > 0.
n

n
1. Déterminer la loi de la variable aléatoire S,, = > Y;.
i=1

2. Soit f la fonction définie sur [0;1] par: f(z) =1 — (1 — z)e”.
Montrer que, pour tout = de [0;1], on a: 0 < f(z) < 1.
3. Pour tout entier n > X et pour tout ¢ de [1,n], on note U; une variable aléatoire indépendante de Y; et suivant la

loi de Bernoulli de paramétre f | —
n

Pour tout 4 de [1,n], soit X; la variable aléatoire définie par:

X, = 0 51YZ:U1:0
"7 1 1 sinon

Déterminer la loi de Xj.
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)\2
4. Montrer que pour tout i de [1,n], on a: P(X; #Y;) < —.
n

. En déduire lim P (X, =Y} ).
5. En déduire Jim <i01( i z))

Exercice 3306

ESCP 2011

Soit (€2,.4,P) un espace probabilisé sur lequel sont définies toutes les variables aléatoires de lexercice.
Soit IV une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de paramétre A > 0.

1. a) Montrer que, pour toute fonction g définie sur N telle que les espérances existent, on a:

E(Ng(N)) = AE(g(N + 1)),

1
b) Calculer E (N+1)

2. Soit T une variable aléatoire & valeurs dans N telle qu’il existe un réel A vérifiant, pour toute fonction g telle que

les espérances existent,
E(Tg(T)) = AE(9(T +1)).

La variable aléatoire T suit-elle une loi de Poisson?

3. Soit (Xk)ken une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes, de méme loi, a valeurs dans N.

N
On définit une variable aléatoire S par S = > X, c’est-a-dire:
k=1

N(w)
VweQ, Sw)= ;Xk(w) si N(w) > 1
0 sinon

Montrer que, pour toute fonction g telle que les espérances existent, on a:

E(Sg(5)) = AE(Xog(S + Xo)).

2 Lois usuelles a densité
2.1 Loi uniforme

Cas des variables aléatoires « simples »

Exercice 3307
Soit X une variable aléatoire et F'x sa fonction de répartition supposée continue et strictement croissante.
Déterminer la loi de Y = Fx(X).

Exercice 3308

Soit X une variable aléatoire suivant une loi uniforme U ([—2,2} ) .

Déterminer la loi de la variable Y = cos(nX).

Exercice 3309
ESCP 2001
Soit f la fonction de R dans R définie par:

e—ﬂf

f(ﬂf):m-

1. Montrer que f est une densité de probabilité.
Déterminer la fonction de répartition d’une variable aléatoire X ayant f pour densité.

2. Soit ¢ la fonction de R dans R définie par:
e’ —1

e +1°

p(z) =

Etudier les variations de ¢. Montrer que ¢ réalise une bijection de R sur |—1; 1 et déterminer sa bijection réciproque.
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3. On définit une variable aléatoire Y par:
X
-1

e
Y:(p(X):eX+1.

Déterminer la fonction de répartition et une densité de Y.

Exercice 3310
ESCP 2002

1. Pour tout a € R, on pose: M(a) = <c1L S

-3/
Déterminer, en fonction de a, les valeurs propres de M(a), considérée comme élément de My (C).
Pour quelles valeurs de a ces valeurs propres sont-elles réelles?
Pour quelles valeurs de a la matrice M (a) est-elle diagonalisable sur R?
2. Soit (2,4,P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire réelle suivant une loi uniforme sur [0;2]. Pour tout

w € §2, on considére la matrice
(1 X
M(w)—(X(w) 3 )

Soit Y la variable aléatoire définie par « Y (w) est la plus grande des valeurs propres de M (w) ».
Déterminer une densité de la loi de Y.

Exercice 3311

ESCP Question courte 2007

Soit A le point de R? de coordonnées (1,0) et § une variable aléatoire suivant la loi uniforme U([—m,7]).
A tout w € Q, on associe le point M, du cercle unité d’affixe e!(@).

Donner l'espérance de la variable aléatoire représentant la distance de A a M,,.

Exercice 3312

ESCP Question courte 2010

On casse un baton de longueur 1. Le point de rupture suit la loi uniforme 2/([0,1]).

Calculer la probabilité que le grand morceau soit au moins 3 fois plus grand que le petit morceau.

Exercice 3313

Dans un salon de coiffure, travaillent cinq coiffeurs. Une coupe dure 20 minutes.

Un client entre et constate que tous les coiffeurs sont occupés et que trois personnes attendent.

Déterminer la loi du temps d’attente de ce client puis calculer son espérance.

(On admettra que les coupes sont indépendantes les unes des autre et qu’elles ont débuté depuis un temps uniformément
réparti entre 0 et 20 minutes).

Cas des n-uplets de variables aléatoires

Exercice 3314
ESCP 2007
Trois personnes, notées A,B et C entrent simultanément dans un magasin ayant deux bornes d’accueil. A et B occupent
immeédiatement (& Uinstant 0) les deux bornes, C' attend et occupe la premiére borne laissée libre par A ou B (on
suppose que le temps de changement de personne est négligeable).
On suppose que les temps passés a une borne par A, B et C sont des variables aléatoires indépendantes, suivant toutes
la loi uniforme sur [0; 1] et notées respectivement X, Y et Z.
1. On pose U =sup(X,Y) et V =inf(X,Y).

a) Déterminer les fonctions de répartition de U et V', ainsi qu’une densité de chacune d’elles.

b) Déterminer l'espérance et la variance de U et V.
2. On note T le temps total passé par C' dans le magasin.

a) Déterminer la loi de T

b) Déterminer Iespérance de T'.

Exercice 3315

ESCP 2005

Au milieu de leurs révisions, Evariste et Raymond décident, chacun de leur coté, d’aller se changer les idées a la
cafétéria, mais comme ils ont beaucoup de travail, ils n’y restent que 10 minutes.

On note X et Y les heures d’arrivée respectives d’Evariste et de Raymond a la cafétéria, et on suppose que X et YV
sont indépendantes et uniformément distribuées entre 10 h et 11 h.
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1. Déterminer une densité de la variable aléatoire X — Y.
2. Déterminer la probabilité qu’Evariste et Raymond se retrouvent ensemble a la cafétéria.

3. On suppose qu'Evariste est arrivé a I’heure h.
Déterminer, en fonction de h, la probabilité qu’il retrouve Raymond.

4. On suppose qu’Evariste est arrivé a ’heure h et que Raymond ne se trouvait pas a la cafétéria a cette heure la.
Calculer la probabilité qu'Evariste rencontre Raymond.

Exercice 3316

ESCP 1999

On considére une suite (X,,),,>1 de variables aléatoires indépendantes, définies sur le méme espace probabilisé (£2,8,P),
et suivant toutes la loi uniforme sur I'intervalle [0; 1].

1. Déterminer une densité de la variable aléatoire Y, = max(Xy,...,Xy) pour k > 1.
2. Déterminer une densité de la variable aléatoire Z; = —Y}, pour k£ > 1.
3. En déduire la probabilité de I’événement A,, = (X,, > max(Xy,...,X,—1)) pour n > 2.

Exercice 3317
ESCP 2001

1. Soit X une variable aléatoire & densité suivant la loi uniforme sur ]0;1]. On pose Y = In(X).
Déterminer la loi de Y.

2. Soit (a,b) deux variables aléatoires a densité, indépendantes, définies sur un espace probabilisé¢ (2,B,P), suivant
toutes deux la loi uniforme sur ]0,1]. A tout w € 2, on associe 1’équation:

a(w)z? —b(w)r +1=0.

On note a(w) et B(w) les racines dans C de cette équation.
Déterminer la loi de la variable aléatoire S définie par:

Sw) = a(w) + f(w).

Exercice 3318 - Marche aléatoire dans R?

Une puce se trouve initialement & ’origine d’un repére orthonormé du plan.

Elle se déplace par sauts de longueur unité. On suppose que, pour tout k& € N* le k-iéme saut s’effectue dans une
direction aléatoire repérée par son angle 0, par rapport a 'axe (Ox), les variables étant mutuellement indépendantes
et suivant la loi uniforme sur [0,2x].

On note M,, sa position aprés n déplacement, en convenant que My = 0. On note X,, et Y,, les variables aléatoires
égales respectivement a I’abscisse et a 'ordonnée de M,,.

1. Exprimer X, et Y,, en fonction de 61,05, ....,0,.

2. Montrer que les variables aléatoires X,, et Y,, sont centrées et calculer leur variance.

3. Calculer Cov(X,,Y,).
4

. Calculer Cov(X2,Y?).
Que peut-on en déduire?
. Calculer I'espérance de D2 ot D,, est la variable aléatoire égale a la distance de M,, a I’origine.

o o

a) Montrer que:
P(D, <yn)=P| > cos(0;—0;) <0
1<i<j<n

b) En déduire P(D,, < /n) et interpréter ce résultat.

2.2 Loi exponentielle
Cas des variables aléatoires « simples »
Exercice 3319

Soit X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle £(A).
Montrer que X admet des moments de tous ordres et les calculer.
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Exercice 3320
Soit A € R% et X une variable aléatoire suivant la loi uniforme ([0; 1[).

1
Déterminer la loi de la variable aléatoire ¥ = Y In(1 — X).

Exercice 3321 - Loi de Rayleigh
Soit f la fonction définie sur R par:

T exp —x—z siz >0
f(z) = 2

0 siz <0

1. a) Vérifier que f est la densité de probabilité d’une variable aléatoire X.
b) Déterminer la fonction de répartition Fy de X.
. Déterminer la loi de Y = X?2.

. Calculer 'espérance et la variance de X.

w N

W

X2
. Déterminer la loi de Z = exp (—2>.

Exercice 3322 - Loi de Laplace
A
Soient A > 0 et f la fonction définie sur R par f(z) = 567)‘@'.

1. Vérifier que f est la densité de probabilité d’une variable aléatoire X.
2. Déterminer la loi de Y = | X|.
3. Calculer ’espérance et la variance de X.

Exercice 3323

ESCP 2004

Soit a € RY..

La roue d’une loterie est représentée par un disque de rayon 1, dont le centre O est pris pour origine d’un repére
orthonormé. Cette roue est lancée dans le sens trigonométrique, ’angle (exprimé en radians) dont elle tourne avant
de s’arréter est une variable aléatoire, notée U. On suppose que U suit la loi exponentielle de paramétre a.

La roue porte une marque M, qui, au départ, est située au point de coordonnées (1,0) et qui, aprés larrét de la roue,
se trouve au point de coordonnées aléatoires X = cos(U), Y = sin(U).

+oo —+oo

1. Soit I = / e cos(u)du et J = / e~ sin(u)du.

0 0
a) Montrer que les intégrales I et J sont convergentes.

b) A l'aide d’intégrations par parties, que I’on justifiera, établir deux relations liant I et .J. En déduire les valeurs
de I et J.

c¢) Calculer les espérances des variables aléatoires X et Y.

2. Un joueur gagne a cette loterie si, a arrét de la roue, 'ordonnée de M vérifie la relation: Y >

DN | =

a) Calculer la probabilité, notée p(a), que le joueur gagne.
b) Déterminer lir%p(a).
a—>

Exercice 3324

ESCP 1999

Soit X une variable aléatoire réelle suivant la loi exponentielle £(1).
On pose Y =1n (eX — 1).

1. Déterminer la fonction de répartition de Y et une densité de Y.
2. Calculer E(Y).

Exercice 3325

ESCP Question courte 2003

Soit A € R% et X une variable aléatoire dont la densité fx est une fonction paire et continue sur R. On suppose que
la variable aléatoire Y = X2 suit la loi exponentielle £()).

Déterminer la densité fx de X.
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Exercice 3326
Soit A € R%.. Un appareil électrique fonctionne avec trois piles Py, k € {1,2,3}. La durée de vie de la pile P} est une
variable aléatoire notée Xj,. Les trois variables X sont indépendantes et suivent toutes la méme loi exponentielle £()).
L’appareil s’arréte de fonctionner dés que 2 piles sont usées.

Soit T la variable aléatoire égale au temps de fonctionnement de 'appareil électrique.

Déterminer la loi de T et calculer son espérance E(T) si elle existe.

Cas des n-uplets de variables aléatoires

Exercice 3327

ESCP 1999

Soit a et b deux réels positifs distincts.
On considére X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Pareto de densités respectives f, et
fp définies par:

1.
2.

at™® 1 sit>1

falt) = { 0 sinon Folt) =

Reconnaitre les lois de In(X) et de In(Y).
En déduire la loi de Z = XY

Exercice 3328
Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes qui suivent toutes la loi exponentielle £(1).
Pour tout n € N*, on considére les variables aléatoires Y,, et Z,, définies par:

1.
2.

X
k
Y, = max X et Ly = —_—.
1<k<n k
k=1
Montrer par récurrence que Y, et Z, ont méme loi.

En déduire E(Y},) et V(Y3,).

2.3 Loi normale

Cas des variables aléatoires « simples »

Exercice 3329
Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale N (m,UQ) et telle que

P(X <—1)=0441 et P(X <3)=0998.

bt=b71 sit>1
0 sinon

Déterminer une valeur approchée de m et de o a l'aide de la table de la loi normale centrée réduite.

Exercice 3330
Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale A/(0;1). On note ¢ sa densité et ® sa fonction de répartition.

1.

2.

Montrer que:

+oo
lim a:/ (t)dt = 0.

r——+00

+oo
En déduire Pexistence et la valeur de 'intégrale / (1 —®(t))dt.
0

Cas des n-uplets de variables aléatoires

Exercice 3331

Soit f la fonction définie sur R? par f(z) = ce
1.

CL N

—3:2—2xy—3y2

Déterminer ¢ pour que f soit la densité d’un couple de variables aléatoires (X,Y).
Déterminer la loi de X et celle de Y.

Etudier I'indépendance de X et de Y.

Déterminer la loi de X + Y.

Calculer la covariance de X et Y.
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Exercice 3332

Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale N'(0; 1) et £ une variable aléatoire prenant ses valeurs dans {—1;1}
avec P(e = 1) = p €]0; 1].

On suppose que X et € sont indépendantes et on considére la variable aléatoire Y = ¢X.

1. Montrer que X et Y ont méme loi.

1
2. On suppose que p = 3 et on pose S =X +Y.

a) Calculer Cov(X,Y).
b) Calculer P(S = 0).

Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes?
c¢) Déterminer la loi de S.

Exercice 3333
Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi normale centrée réduite N(0,1).
Déterminer la loi de la variable aléatoire Z définie par:

X
0 siY=0

2.4 Loi Gamma

Cas des variables aléatoires « simples »

Exercice 3334

Soit n € N*, A € R, X une variable aléatoire suivant la loi gamma ~(n) et Y une variable aléatoire suivant la loi de
Poisson P(\).

Montrer que P(X > A\) =P(Y < n).

Exercice 3335
Soit X une variable aléatoire suivant la loi gamma ~(2).
Déterminer la loi de Y = X2,

Exercice 3336
Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite N'(0;1) et Y = X2
1. Déterminer la loi de Y.

1
2. En déduire la valeur de I' (2> et préciser la loi de Y.

Cas des n-uplets de variables aléatoires
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CHAPITRE XXXIV

CONVERGENCES ET ESTIMATION

1 Convergences et approximations

1.1 Convergence en probabilité

Exercice 3337
Mines-Ponts MP 2021
Montrer, en utilisant une variable aléatoire, 'inégalité :

wnene " Lo o iy (4n>
n _ < E .
’ n k
k=n-+1

Exercice 3338

Mines-Ponts PSI 2019

Soit A € Ry et X une variable aléatoire suivant la loi de Poisson P(\).
Montrer que:

P(X >A+1)<A et P<X<;\><9.

Exercice 3339

CCP PC 2018

Soit a € R% et X une variable aléatoire réelle telle que E(X) = V(X) = a.
1. Donner un exemple de variable aléatoire vérifiant cette condition.

2. Montrer que:
P(X >2a) <P((X —a+1)*>(a+1)?).
3. Montrer que:
1

P(X > 2a) < :
( a) S o3

Exercice 3340
Soit x € R’} . En appliquant 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, montrer que:

¥ 12 T 1
- >4 /= — .
/0 exp( 2>dt/\/;<1 a:2>
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Exercice 3341

On lance une piéce de monnaie équilibrée n fois de suite.

A T’aide de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, trouver une condition sur I’entier n pour que le rapport du nombre
de piles obtenus sur le nombre de lancers soit strictement compris entre 0,4 et 0,6 avec une probabilité supérieure ou
égale & 0,9.

Exercice 3342
Soit X une variable aléatoire suivant une loi binomiale telle que:

P(X < 96240) = 0,8413 et P(X < 95640) = 0,0668.
Estimer les paramétres de la loi de X.

Exercice 3343
Un joueur joue a pile ou face avec une piéce équilibrée, I’enjeu & chaque partie étant de 1 euro.
Combien de parties doit-il décider de jouer pour avoir 95% de chances de ne pas perdre plus de 20 euros?

Exercice 3344
Mines-Ponts PC 2019. CCP PSI 2016. CCP PC 2017
Soit p €]0; 1] et (X, )nen~ une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant toutes la loi de Bernoulli

B(p).
Pour tout n € N*, on pose ¥;, = X,, + X, 1 et T), = > Yy
k=1

1. Déterminer la loi de Y;,. Calculer E(Y;,) et V(Y,,).
2. Calculer E(T,) et V(T,).

T,
3. Montrer que la suite < ”) converge en probabilité vers la variable aléatoire certaine égale a 2p.
n

neN*

Exercice 3345

ENS PSI 2017. ESCP 1999. TPE PC 2018

Soit p €]0;1[ et (X )nen+ une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant toutes la loi de
Bernoulli B(p).

Pour tout n € N*, on pose Y,, = X, Xy +1.

1. Déterminer la loi de Y,.

2. Soit (i,5) € (N*)Q, i # j. Discuter, suivant les valeurs de i et j, I'indépendance de Y; et Yj.
1 n

3. Pour tout n € N*, on pose T,, = — Y Y;.
n

k=1
Montrer que la suite (7},),en- converge en probabilité vers la variable aléatoire certaine égale & p?.

Exercice 3346
ESCP 2009

1. Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (Q2,.4,P), telles que pour
tout n € N*, 'espérance E(X,,) et la variance V(X,,) existent. On suppose, en outre, qu’il existe un réel m tel que:

lim E(X,)=m et lim V(X,)=0.
n—+o0o n—+00
a) Montrer que: E (X, —m)?) = V(X,,) + (E(X,) — m)2.
b) Montrer que, pour tout réel € strictement positif, on a:
1

P( X —m| > ) <

(V(X,) + (B(X,,) —m)?).
¢) Montrer que la suite (X,,),en< converge en probabilité vers la variable certaine égale a m.
2. Soit n € N* et p €]0;1[. On lance n fois une piéce non équilibrée avec laquelle la probabilité d’obtenir « pile » lors
d’un jet est p.
Soit S, la variable aléatoire réelle égale au nombre de « pile » obtenus. Enfin, Y,, est la variable aléatoire définie
Sn
par: Y, =emn .

a) Calculer l'espérance et la variance de Y,,.
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b) Montrer que la suite (Y, )nen+ converge en probabilité vers la variable certaine égale a eP.

Exercice 3347

ESCP 1999, 2011

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (,.4,P) qui suit la loi de Poisson de paramétre réel
inconnu A > 0.

Pour n € N*, soit (X1,Xs,...,X,) un n-échantillon indépendant identiquement distribué de la loi de X. On pose

n
i=1
s désigne un entier naturel.
1. Déterminer la loi conditionnelle de X; sachant (S,, = s).

s
1 n
2. Soit T;, la variable aléatoire définie sur (Q2,.A,P) par T;, = (1 — ) .
n

Montrer que la suite (T},)nen+ converge en probabilité vers exp(—\).

Exercice 3348 - Théoréme de Césaro et convergence en probabilité
Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes telles que:

1

1
VneN*, P(X,=0=1—-—— e P(X,=n)=—.
n n

n

1
Montrer que la suite (X, ),en- converge en probabilité vers 0 mais que la suite ( > X k) ne converge pas vers
neN*

0 en probabilité.

Exercice 3349 - Théoréme des grandes déviations

X MP 2015

Soit n > 1, p €]0; 1] et S,, une variable aléatoire suivant la loi binomiale B(n,p).
1. Montrer que:

n seRy

Ya >0, P <Sn > a) < exp (n sup (sa —In (1 p+pes))> .

2. Montrer qu’il existe h : R} — R telle que:

Sn
Ve>0, P ( > p+5) Le "),
n
h étant indépendante de n.
3. Montrer qu’il existe k : RY — R telle que:
Sn —nk(e)
Ve>0, P[—<p—e])<e .
n
4. Montrer qu’il existe h : R} — R telle que:
S’ﬂ —nh(e)
Ve>0, P(|——p|l2=¢e]<e .
n

Exercice 3350

CCP PSI 2016

Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes telle que, pour tout n € N, X, une loi de
Bernoulli B(p,,) avec p,, €]0;1].

On suppose que:

1 n
lim — =p.
Jm o2 me=p
k=1
Montrer que:

1 n
Ve € RY, P<’ng Xp—p
k=1

>5>—0.
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Exercice 3351
Soit (X, )nen et (Yn)nen deux suites de variables aléatoires qui convergent en probabilité vers X et Y respectivement.
Montrer que les suites (X, + Y, )nen et (X, Y5 )nen convergent en probabilité vers X +Y et XY respectivement.

Exercice 3352 - Loi faible des grands nombres
Soit (X, )nen= une suite de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (£2,.4,P), admettant un moment
d’ordre 2 et deux & deux non corrélées.
On suppose que
. 1 1
lim — —

n—-+oo n n—+4oco N

S E(Xp)=m et lim — > " V(X;) =0.
k=1 k=1

1
Montrer que la suite de variables aléatoires ( > X k) converge en probabilité vers m.
n =1 neN*

Exercice 3353 - Théoréme d’approximation de Weierstrass par les polynémes de Bernstein
ENS MP 2021 Soit f :[0;1] — R une fonction continue.

En considérant E ( flx)—f n>> ot X,, est une variable aléatoire suivant la loi binomiale B(n,z), montrer que
n

=0.

lim  sup
n—=+0 1c(0;1]

o) - X_:f (5) ()eta -

1.2 Convergence en loi

Exercice 3354

ESCP Question courte 2004

Soit (X,,) une suite de variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé et X une variable aléatoire définie
également sur cet espace.

On suppose que (X,,) converge en loi vers X.

La suite (X,, — X) converge-t-elle nécessairement en loi vers la variable certaine nulle?

Exercice 3355

X 1

Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires de Bernoulli de parameétre 3 mutuellement indépendantes.
no1

Pour tout n € N*, on pose S,, = kgl f2kX;€.

1. Déterminer la loi de S,,.
2. Montrer que la suite (Sy,),en+ converge en loi vers une variable aléatoire dont on précisera la loi.

Exercice 3356

Soit n € N*. Dans une urne contenant n jetons numérotés de 1 a n, on effectue deux tirages successifs avec remise.
On note X, et Y,, les variables aléatoires égales au numéro du premier et du deuxiéme jeton respectivement et on pose
Sn =X, +Y,.

1. Déterminer la loi de la variable aléatoire S,,.

2. Etudier la convergence en loi de la suite (7, ),en- définie par T, = —

Exercice 3357
Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires.

1. On suppose que, pour tout n € N*, X, suit la loi de Poisson P(n).
Etudier la convergence en loi et en probabilité de la suite (X,,)nen--

n
Etudier la convergence en loi et en probabilité de la suite (X,,)nen-.

1
2. On suppose que, pour tout n € N*| X, suit la loi de Poisson P ()

Exercice 3358
ESCP 2005
Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 2. Une urne contient n cartons numérotés de 1 a n. On extrait les n cartons
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un & un et sans remise et on note 7Ty le numéro obtenu au k-iéme tirage. Soit Z,, la variable égale au plus petit indice
J tel que T; > T} si cet indice existe, sinon on pose Z,, = n.

1. Pour k € N, calculer P(Z,, > k) et en déduire la loi de probabilité de Z,.

2. Montrer que la suite (Z,,),>2 converge en loi vers une variable notée Z.

3. Exprimer E(Z,,) sous la forme d’une somme et donner un équivalent de cette espérance quand n tend vers l'infini.
Calculer E(Z).

Exercice 3359
Soit n € N*. On choisit au hasard une permutation o de &,,.
On note F,, la variable aléatoire égale au nombre de points fixes de o.

1. Déterminer la loi de F,.

2. Pour tout k € [1,n], soit Fy , la variable aléatoire égale & 1 si o(k) =k, a 0 sinon.
a) Calculer E(Fy ), V(Fin) et Cov(F; »,Fj ) pour i # j.
b) En déduire 'espérance et la variance de Fj,.

3. Etudier la convergence en loi de la suite (F},)nen«-

Exercice 3360

Soit X une variable aléatoire réelle de densité f et (X, )nen+ la suite de variables aléatoires définie, pour tout n € N*|

par X, = ULXJ

n
Montrer que la suite (X, )nen+ converge en loi vers X.

Exercice 3361

ESCP 2007

Soit (a,b) € (R%)* tel que a+b < 1.

Un interrupteur admet deux positions que ’on note 0 et 1.

Si, a l'instant n, il est en position 0, il sera encore en position 0 a l'instant n 4+ 1 avec la probabilité 1 — a et passera
en position 1 avec la probabilité a.

De méme, s’il est en position 1, il y restera l'instant suivant avec la probabilité 1 — b et basculera en position 0 avec
la probabilité b.

Pour tout n € N, on définit X,, la position de 'interrupteur a l'instant n.

(P Zh) =2 (pa D)

1. Montrer que, pour tout n € N,

1—a b
avecA( u 1—b)'

2. Si l'on suppose que X suit la loi de Bernoulli de paramétre %7 déterminer la loi de la variable X,, pour tout
a

n € N.

3. Dans le cas général, montrer que, pour tout n € N, X,, suit une loi de Bernoulli dont on déterminera le parameétre
Pn-

4. Etudier la convergence en loi de la suite (X,)nen-

5. Calculer, pour tout n € N, la covariance entre les variables X,, et X, ;1.
Quelle est la limite de la suite (Cov(X,,,Xn+1))nen?

Exercice 3362
Soit € N* et p €]0; 1[. Une variable aléatoire X suit la loi binomiale négative de paramétre (r,p) si X () = N et

VkeN, P(X=k) = (’”]:_ 1)pru —p)*.

Soit A € R} et (Pn)nen- une suite de réels tels que liI_iI_l n(l —pp) = X et (X,,)nen une suite de variables aléatoires
n—-+oo

suivant la loi binomiale négative de paramétre (n,p,).
Etudier la convergence en loi de la suite (X,,)pen--
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Exercice 3363

ESCP Question courte 2009

Soit un réel a > 0. Pour tout entier n > a, on considére une variable aléatoire X,, suivant la loi géométrique de
a

parametre —.
n

Etudier la convergence en loi de la suite de variables aléatoires définies par Y, = —=.
n

Exercice 3364
Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires dont les lois sont définies par:

{ X, (Q) = [1,n]
Vk € X,(Q), P(X, =k) = Ak

1. Déterminer \,, pour que la définition précédente soit cohérente.
2. Calculer l'espérance E(X,,) et la variance V(X)) de X,.

. . X . . . .
3. Montrer que la suite (Y;,),en- définie par Y;, = —= converge en loi vers une variable aléatoire dont on déterminera
n

la loi.

Exercice 3365
ESCP 2008
Soit n € N*. On pose:

fn(x)—{ an(l_%)n sio<z<n

0 sinon

1. Déterminer a,, pour que f, soit une densité d’une variable aléatoire réelle continue.

2. Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires de densité f,.
Montrer que, pour tout entier naturel £ non nul, X,, posséde un moment d’ordre k, que ’on calculera.
3. Déterminer la fonction de répartition F,, de X,,.
Déterminer, pour tout z € R, la limite lim F,(z).
n—-+oo

On note cette limite F'(z). La fonction F' est-elle une fonction de répartition d’une variable aléatoire?
La suite (X,,) admet-elle une limite en loi? Si oui, la déterminer.

Exercice 3366

1. Soit A € R, X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle £(\) et Y = [ X .
a) Déterminer la loi de Y et calculer E(Y).
b) Déterminer la loi de X — Y.

1
2. Pour tout n € N*, soit X,, une variable aléatoire suivant la loi exponentielle £ (> et Y, = | X,].
n

Etudier la convergence en loi de la suite (X,, — Yy,)nen-.

Exercice 3367
ESCP 2006
Soit n € N* quelconque, p €]0; 1[, (X;);en une suite de variables aléatoires, indépendantes, suivant la méme loi uniforme
a densité sur [0,n], et N,, une variable aléatoire indépendante des X; suivant la loi binomiale B(n,p).
On pose: U, = max(Xo,...,X,), V, = min(Xy,...,X,) et W,, = min(Xo,...,Xn,)
1. Déterminer la loi de U, son espérance et sa variance.
2. Montrer que la loi de V,, est celle de n — U,,.
En déduire E(V,,) et V(V,,).
3. On note G, la fonction de répartition de V,.
Déterminer nglfoo G, (t) suivant les valeurs de t. Que peut-on en déduire?

4. Déterminer la fonction de répartition H, de W,,, puis déterminer lirJIrl H,,(t) suivant les valeurs de ¢. Conclure.
n—-+0oo

Exercice 3368
ESCP 1999
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1. Montrer que, pour tout n € N, la fonction f,, définie par:

n+1)(1—-x)" sizelll

ful@) = { ( )E) : sinon o4
est une densité de probabilité.
Soit Y,, = nX,, ou X,, est une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2,8,P) et qui admet f,, pour
densité.
Pour x € [0,n], calculer P(Y,, < z). En déduire que la suite de variables aléatoires (Y;,)nen converge en loi vers une
variable aléatoire suivant une loi exponentielle.

2. Montrer que, pour tout n € N, la fonction f,, définie par:

Flz) = (n+1)(n+2)x(1 —z)* sizel0,1]
s 0 sinon
est une densité de probabilité.
Soit Y,, = nX,, ou X,, admet pour densité f,.

n+1 x\ntl
Pour z € [0,n], montrer que P(Y, <z)=1-— x+1 (1 - f) .

n n

En déduire que la suite de variables aléatoires (Y},)nen converge en loi vers une variable aléatoire dont on précisera

la loi.

Exercice 3369
Soit X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle £(1).
On note Y la variable aléatoire définie par Y = — In(X).

1. Déterminer la fonction de répartition Fy de Y et déterminer une densité de Y.

2. Soit F la fonction définie sur R par F(x) — pour tout z € R et Z une variable aléatoire réelle admettant

l4es
F pour fonction de répartition.
On considére n variables aléatoires indépendantes Zi,...,7Z, de méme loi que Z. Pour tout n € N*, on note
M, = max Z.
1<k<n

a) Déterminer la fonction de répartition Fy;, de M,,.
b) Montrer que la suite (M,, — In(n)),en+ converge en loi vers une variable aléatoire que 1’on déterminera.

Exercice 3370
ESCP 2002

1. Soit U une variable aléatoire uniformément répartie sur [0; 1] et (Uy,)nen+ une suite de variables aléatoires indépen-
dantes ayant chacune la méme loi que U.
Soit, d’autre part, Y une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de paramétre 1. Pour tout n € N*, on pose
Zn =min(Uy, ..., Uy).
Montrer que la suite de variables (nZ, )nen+ converge en loi vers Y.

2. Soit X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de paramétre A > 0.
Déterminer la loi de la variable aléatoire Y = e~ X,

3. On considére une suite (X, ),en+ de variables aléatoires indépendantes, suivant toutes la loi exponentielle de para-
métre A > 0.
Déterminer les limites en loi des suites de terme général :
a) A, = nmin (e”‘Xl - ,e*)‘X")

b) D, = max(Xy,...,X,) —In(n), dans le cas ou A = 1.

Exercice 3371
ESCP 2002
Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et de méme loi. On note F leur fonction de
répartition commune.
1. Pour tout n € N* on pose M,, = max(X1,Xs,...,X,).
Déterminer la fonction de répartition F,, de M, en fonction de F' et n.
2. Dans cette question, on suppose que X; suit la loi exponentielle de paramétre A. Pour tout n € N*, on pose
Zn = AM,, — In(n).
Déterminer la limite en loi de la suite (Z,)nen=-
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3. Dans cette question, a désigne un réel strictement positif et on suppose que X; admet pour fonction de répartition :

0 siz <0
F:zr—q 1-(1-2)* si0<2<1
1 siz>1

Pour tout n € N*, on pose Z, = na (M, — 1).
Déterminer la limite en loi de la suite (Z,,)n,ens-
Que retrouve-t-on lorsque a = 17

Exercice 3372
Soit f : [0;1] — R une fonction continue et bornée et x € R .

n
En considérant S, = > X ot (Xi)nen+ est une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes de méme
k=1
loi de Poisson P(x), montrer que
+o0

i Eet ()

La convergence est-elle uniforme?

Exercice 3373
En considérant la somme de n variables aléatoires mutuellement indépendantes et identiquement distribuées suivant
la loi de Poisson P(1), montrer que:

n k
. . n® 1
e kZ_O W2

Exercice 3374
En considérant la somme de n variables aléatoires mutuellement indépendantes et identiquement distribuées suivant

la loi exponentielle £(1), montrer que:
" -1
/ " e dx ~ LL ) .
0

2

+o0
En déduire un équivalent de / 2"t d.

n
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CHAPITRE XXXV

DIVERS

Exercice 3375
On colore tous les points du plan, arbitrairement, soit en bleu soit en rouge.
Montrer qu’il existe au moins un triangle équilatéral dont les sommets sont de la méme couleur.

Exercice 3376

X MP 2016

Soit £ un R-espace vectoriel de dimension finie et u € L(E) tel que (u — 2Idg)* = 0z (g).
Calculer exp(u).

Exercice 3377
Mines-Ponts PC 2021

1. Soit k €]0;1[ et f : R — R une fonction k-lipschitzienne.
Montrer que f admet un unique point fixe.

2. Montrer que le résultat tombe en défaut si on suppose simplement :

V(z,2) eR?, z#2 = |f(z)— f@')| < |z —2|
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